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Voorwoord bij de eerste druk

De vereiste basiskennis voor dit en de hierna volgende deeltjes van
de Leergang Besliskunde wordt behandeld in de deeltjes 1.1 t/m 1.4.

In dit deel zal eerst worden aangegeven wat de beide auteurs onder
besliskunde verstaan, waarbij onder andere wordt ingegaan op de vraag of
een besliskundige aanpak altijd zinvol is. Daarna zullen enige eenvoudige
beslissingsproblemen worden besproken die nmet de reeds eerder beschreven
hulpmiddelen kunnen worden opgelost. Met een uitvoerige bespreking van
het probleem van de bepaling van de optimale dijkhoogte wordt dit deeltje
besloten.

De schrijvers zijn dank verschuldigd aan Drs. B. DORHOUT, die zo
vriendelijk was het manuscript door te lezen en verbeteringen voor te

stellen.

Amsterdam, 1966 De auteurs

Voorwoord bij de tweede druk

De tekst van deze tweede druk is grotendeels ongewijzigd gebleven.
Alleen op de plaatsen, waar duidelijke onjuistheden waren vermeld, zijn

verbeteringen aangebracht.

Amsterdam, 1971 De auteurs






1 Inleiding

Het zal slechts weinigen zijn ontgaan dat er situaties bestaan
waari n beslissi ngen noet en worden genomen. Van een groot aantal beslis-
singen zijn wij ons evenwel niet bewust, ondat, gezien onze instelling
en ervaring, de te nemen beslissingen zo vanzel f sprekend of van zo'n
onder geschi kt bel ang zijn, dat zij zonder enig nadenken kunnen wor den
genonen.

Er bestaan echter ook situaties waarin wij niet zonder gevoel ens
van twijfel een keuze naken uit de verschillende nogelij kheden. Naarnate
de situatie waarin nmen noet beslissen i ngew kkel der wordt van structuur,
naarnate de tijd beschi kbaar omtot een beslissing te konmen korter wordt,
ontstaat de behoefte aan een ninder intuitieve werkwi jze. In dit deeltje
wor dt nagegaan i n hoeverre de besliskunde aan deze behoefte kan vol doen.

I n de neeste beslissingssituatieskan de te nemen beslissing, net
een beetje goede wil, gezien worden al s een pogi ng omeen veranderi ng
aan te brengen in een ongewenste toestand of ontw kkeling. Om een keuze
te kunnen maken uit de coll ectie van nogelijke beslissingen, is het
di kwi j I s noodzakel ijk dat men zowel de toestand waarin de beslissing
nmoet wor den genonen, als de - uit deze beslissing voortvl oei ende -
ont wi kkel i ng op één of andere wijze kan aangeven.

In de natuurwetenschappen probeert nen dikw jls net veel succes de
waar genonen ver schijnsel en te beschrijven net behul p van w skundi ge
begri ppen. Een groot deel van het instrumentariumvan de w skundi ge
wor dt di enst baar genaakt om de waar genomen of hypot heti sche samenhang
tussen verschijnsel en aan te duiden. Ut onze m ddel bar e- school j aren
kennen wij nog de relaties:

PT—Y = R = constant (wet van Boyl e~ Gay-Lussac) ,

in woorden: druk(P rmaal volune (V) is evenredig net de tenperat uur (),
en
V=ir (wt van Qm,

i n woorden: spanni ngsverschil (\Jj is stroonsterkte(i) maal weerstand (r).



Bovendi en herinneren wij ons nog wel de uitspraak (1Ste wet van Kepler):
""De baan van een planeet omde zon kan worden beschreven met behul p van
een el lips met de zon in één van de brandpunten”.

Rel aties van dit type en andere w skundi ge uit drukki ngen vor nen

tezamen het zg. nathenati sch nodel van het beschouwde fenoneen. In te-

genstel ling tot andere nodel | en(beschrijvi ngsvormen van een situatie)
zoal s et al agepoppen, naquettes, etc. mst het mathenatisch nodel de
fysi sche gelijkenis net haar object.

Gelijk in elk ander nodel krijgt alleen dat wat de waar nener
opnerkt en op een bepaal d norment karakteristiek vindt, zijn plaats in
het mat hemati sch model. In de wet van Boyl e- Gay- Lussac wordt ni et
gesproken over de vormvan het volume. In de eerste wet van Kepl er wordt
de - voor aardse begrippen redelijke - onvang van de zon sanengeper st
in een punt zonder afnetingen. Verder zal de waarnemer zijn gebrek aan
kenni s di kwi jl s aanvul l en net veronderstellingen die niet vervuld
behoeven te zijn.

Het mat hemati sch nodel geeft dus in principe een onvolledig en
m sschi en zel fs een onjui st "wi skundi g" beel d van de beschouwde situatie.
Het gebeurt dan ook vaak dat het gangbare mat hemati sch nodel na het
verkrijgen van neer informatie vervangen dient te worden. Dit laatste
geschi edde bij het model van Boyl e - Gay-Lussac. Een aantal gassen ver-
toonden bij hoge druk bel angrijke afw j ki ngen van de gelijknam ge wet.
Van der Waal s verkoos voor die gevallen het iets afwi jkende nodel

RT a

P = —)— - —
- 2 '
V-b v

waar bij a, b en R constanten zijn.

Met behul p van een nat hermati sch nmodel kunnen wij hypot hesen t oet sen,
voor spel | i ngen doen en zoal s wij straks zullen zi en beslissi ngen aan-
Wi jzen.

ok in vel e niet-natuurwet enschappenkan deze werkw j ze zijn nut
af wer pen. De toepassi ngen in de Psychol ogi e en de Econom e hebben gel ei d
tot jonge wetenschappen: de Psychometrie en de Econonetri e.

ok in situaties waarin beslissingen genormen noet en wor den kan mnen

di kwi j | s de sanenhang tussen de rel evante factoren op een w skundi ge



Wi j ze uitbeel den. I n een dergelijke aanpak probeert nen, door invoering
van een mat hemati sch nmodel van de beslissingssituatie, het beslissings-
probleemte vertal en i n een w skundi g probl eemen wel een wi skundig

opt i munpr obl eem

De opl ossing van het wi skundi g probl eemgeeft dan na terug-
vertal en een aanwi j zi ng hoe het oorspronkelijke besli ssingsprobl eem
noet wor den opgel ost. ok nu dient nen zich ervan bewst te zijn dat
de gevonden beslissing uiteindelijk afhangt van de keuze van het nat he-
nmati sch nodel. D kwi jls wordt deze keuze gel eid door de wens om na
vertal i ng een wi skundi g opti munprobl eemte verkrijgen dat opl osbaar is.

In deze | eergang wordt net Besliskunde di e studi e aangedui d wel ke
zi ch bezi ghoudt met het streven om besli ssingsprobl emenop deze wijze
op te lossen: d.w z. door eerst een mathemati sch nodel van de beslis-
singssituatie te maken, door vervolgens het - uit het beslissings-
pr obl eem voort gekomen - wi skundi g opti munprobl eemop te | ossen en door
tenslotte de gevonden opl ossing terug te vertalen in de taal van de
besl i ssingssituatie.

De neeste toepassi ngen van de besliskunde konen uit de bedrijfs-
econom sche sector. D't neenmt echter niet weg dat ook in andere gebi eden
van het nenselijk handel en de besliskunde haar bijdrage kan | everen tot
de opl ossi ng van besl i ssi ngsprobl emen. Enige van de eerste toepassi ngen
van de besliskunde |agen bijv. op militair terrein. Een besliskundig
onderzoek zal in het al geneen een bundeling zijn van uiteenl opende
activiteiten, zoal s markt onder zoek, tijdstudi es, wi skundi ge research,
etc. Het onderscheidt zich van ieder ander onderzoek doordat het gericht
is op de vertaling van het beslissingsprobl eemin een w skundi g optimum-
probl eem De theorie wel ke zi ch, bi nnen het nat hemati sch nodel , bezig-
houdt net dit type van opti nunprobl enen zullen wij in het vervolg

aangeven net Mat henati sche Besl i skunde.

Keren wi j thans terug tot de in het begin van deze paragr aaf
genaakt e opner ki ng waari n nel ding wordt gemaakt van een behoefte aan
een mnder intuitieve werkw jze.

I n de vol gende paragraaf zullen wij aan de hand van een aant al

besl i ssi ngspr obl eren nagaan wel ke wensen nen koestert net betrekki ng



tot zo' n werkwj ze.

I n paragraaf 3 zullen wij laten zi en, dat de hi erboven genoende
benadering in principe aan deze wensen t egenoet kan komen. I n die
par agraaf kont tevens tot uitdrukking hoe de vertaling van het besli s-
si ngsprobl eemin een w skundi g probl eem verl oopt .

I n paragraaf 4 zullen wij ons echter afvragen wanneer het wel en
wanneer het niet zinvol is omde hul p van de wi skunde in te roepen

I n paragraaf 5 zal een indeling worden gegeven van de besli skunde
zoal s deze in de | eergang wordt gevol gd

I n paragraaf 6 worden enige el ementaire beslissingsprobl eren
behandel d, di e met de reeds besproken w skundi ge en statistische
met hoden kunnen wor den opgel ost .

I n paragraaf 7 volgt een uitvoerige behandel i ng van het besli s-
si ngsprobl eemrond onze zeedi j ken.

2. Het beschrijven van besli ssi ngsprobl enen

In deze paragraaf zullen wij eerst een vijftal beslissings-
probl enen fornul eren. Chder deze probl enen bevi ndt zich sl echts één,
dat op een ondubbel zi nni ge wi j ze kan wor den opgel ost. De formul ering
van de overige problenen is nog niet geheel rond. Noodzakelijke
gegevens ont br eken nog

Voorbeeld 2.1

Een fabrikant wil veevoeder op de markt brengen dat verkregen
wor dt door een aantal grondstoffen in een geschi kte verhouding te
mengen. Hij koopt daartoe el ke vrijdag zoveel grondstoffenin als
nodi g i s voor de produkti e van de komende week. In tabel 2.1 vindt
men behal ve de gedeel telijke samenstel i ng van grondst of fen ook hun
prijzen vermel d.

Aan de samenstel ling van het veevoeder zijn enkel e ei sen gestel d.
Deze restricti es worden aangegeven in tabel 2 2



Tabel

2.1

Gegevens over beschikbare grondstoffen

percentages
vocht ruw zet- ruwe prijs in
best e saw ei- | vet | meel [ cel- |guldens/
pawr truw wit stof 100 kg
eiwit
rogge 9,3 b,0 7,91 1,2 | 49,7 1,7 22,75
milocorn 8,5 5,7 7,4 | 2,3 | 52,1 2,4 22,35
paardebonen 10,0 15,4 17,5 1,0 46,9 5,6 30,25
sojaschroot 8,1 29,8 48,9 4,5 38,25
cocoskoeken 7,1 11,8 14,0 7,0 54,7 11,5 32,50
palmpitschroot 8,1 12,7 13,2 1,8 43,0 18,0 26,50
negerzaad- 7,3 20,2 22,8 | 3,6 41,7 12,2 32,50
schilfers
Tabel 2.2

Eisen opgelegd aan de samenstelling van het veevoeder

fngredi&nten maximaal minimaal
percentage percentage

rogge 20

milocorn 15

paardebonen 7

sojaschroot 5'

cocoskoeken

palmpitschroot 8

negerzaadschilfers 10

vocht 8,6

verteerbaar ruw eiwit 12

eiwit 14,7

ruw vet 1,‘8

zetmeel 42

ruwe celstof 8,4




De nengver houdi ng zal nu zo noet en wor den gekozen dat bijv. het
totale eiwitgehalte, resulterend uit de diverse bijdragen, m ni maal
14,7% is. Op overeenkonstige w jze zull en ook de overige eisen aan de
sanenstel | i ng van het veevoeder (tabel 2.2) beperki ngen opl eggen.

Uteraard zal men trachten het produkt nmet de hi ervoor aangegeven
ei genschappen zo goedkoop nogel ijk te produceren. De ondernener wl,
rekeni ng houdend net de prijzen der grondstoffen, di e mengverhoudi ng
ki ezen, waarbij tegen zo laag nogel ijke total e kost en aan grondst of -
fen een produkt net de vereiste ei genschappen wordt verkregen.

Heeft hij dit probl eemopgel ost en blijven zowel de sanenstel -
lingen al s de prijzen van de grondstof fen constant, dan weet hij voor
eens en voor altijd in wel ke gew chtsverhoudi ng hij zijn grondstoffen
zal noeten i nkopen.

Zijn de prijzen en/of de sanenstellingen van de grondstoffen
aan Wi j zi gi ngen onder hevi g dan zal de mengver houdi ng st eeds noet en

wor den aangepast .

Voor beel d 2.2
Een aut onobi | i st heeft een schadeverzekering afgesloten. I n de

bi j behor ende polis worden o.a. de vol gende voorwaar den ver el d:

1) De looptijd van de verzekering is één jaar. Aan het eind van i eder
jaar kan zij worden verlengd. De prem e noet aan het begin van
i eder prem e-jaar worden vol daan.

2 De prenm e bedraagt f.320,-, tenzij
a) in de voorafgaande periode van één jaar geen schade i s gecl ai nd.
I n dat geval bedraagt de preme f. 280, -, tenzij
b) in de voorafgaande periode van twee jaar geen schade i s gecl ai nd.
I n dat geval bedraagt de preme f. 240, -, tenzij
¢) in de voorafgaande periode van drie jaar geen schade is gecl ai nd.
I n dat geval bedraagt de prenme f.220,-.

3) Indien men een schade wil clainmen dient dit onmddellijk te geschieden
Sl echts het verschil tussen de schade en een vast bedrag van f. 80, -,

het zg. eigen risico, wordt door de verzekering uitbetaal d.



Cevraagd wordt voor elk tijdstip aan te geven wel ke schaden gecl ai nd
noet en wor den.

Het is duidelijk dat de autonobilist nooit een schade van m nder
dan £.80,- zal clainmen. Het is ook duidelijk, dat hij, als nog geen
schade i s geclaind dat jaar, net het oog op de prenie-reducties voor
schade-vrij rijden geen schaden zal clai nmen, wel ke sl echts een weinig
hoger zijn dan het eigen risico. De vraag is nu waar precies de grens
ligt tussen de schaden di e wel en die niet noeten worden gecl ai nd.

Het behoeft geen betoog, dat de grenswaarden zul | en af hangen van de

| aatst betaal de prenmie en van het tijdstip in het preniegjaar.

Voor beel d 2.3

Een fabri ek kan hoogstens dri e gelijke machi nes i nschakel en bi j
de vervaardi gi ng van één produkt. De produktiesnel heden van deze nachi -
nes afzonderlijk laten zich niet regel en. Voor het produkt gel dt dat
de gem ddel de vraag per tijdseenheid kleiner is dan de gezanenlij ke
produkti e van dri e nmachi nes per tijdseenheid. De voorraadcapaciteit
i s beperkt en bedraagt meenheden. De voorraadkosten per tijdseenheid
zijn evenredig net de grootte van de voorraad. De produkti ekosten per
tij dseenhei d worden nede bepaal d door het aantal ingeschakel de machi -
nes. Het onschakel en naar hogere of |agere produktiesnel heden brengt
extra kosten net zich nee, di e af hangen van de vol gorde van het
betreffende tweetal produktiesnel heden. |ndien de voorraad niet
toerei kend is dan worden de gevraagde goederen gel everd via een
zusterfabriek. De tussen beide fabri eken over eengekonen verrekenings-
prijs ligt hoger dan de gem ddel de kostprijs.

Gevraagd wordt voor iedere produktiesnel heid (0, 1, 2 of 3 | opende

nachi nes), na te gaan bij wel ke voorraden nen noet onschakel en en waar heen.

Voorbeeld 2.4

Een i nkoper van een speci aal zaak i n daneshoedj es gaat i eder
naj aar naar Parijs omeen nieuwe collectie sanen te stellen. Deze
hoedj es wor den dan het vol gende voorjaar tussen 1 februari en 1 juli

i n de nornal e ver koop gebracht. Tijdens de uitverkoop (1 - 15 juli)



wor den de hoedj es tegen een sterk gereduceerde prijs aangeboden. De
ervaring leert dat alle restanten i n de uitverkoop kunnen wor den
opger ui md.

I n el k naj aar noet de inkoper dus beslissen wel ke typen en hoe-
veel van el k nmoet en worden i ngekocht. Hij weet hoeveel overeenkonstige
hoedj es i n de afgel openjaren in de normnal e verkoop zijn verkocht.
Bovendi en zi j n hem de i nkoop- en verkoopprijzen bekend.

Voorbeel d 2.5

Een mei sj e hoopt op een uitnodi gi ng voor een studentenbal in het
onm ddel |'ij ke verschiet. (o een norgen op weg naar col | ege beseft ze
dat het er die dag omzal gaan. Zo direct zal ze Peter ontmoeten, een
haar zeer toegew jde jongen. Zij geeft zichzelf een grote kans dat hij
haar zal uitnodigen. Hij is echter een beetje gierig en zal haar ver-
nmoedel i j k ter gel egenheid van het bal een corsage van sl echts twee
gul den aanbi eden. Tijdens de lunch zal ze Frank ontnoeten. A's Frank
haar vraagt dan kont hij zeker net een corsage van vier gul den voor
de dag. In de loop van de mddag zal zij op het sportveld René zien.
René is tanelijk royaal en zal zeker net een corsage van vijf gul den
konen opdraven. De kans dat hij haar vraagt is echter niet zo groot.
Eerst 's avonds evenwel ontmoet zij haar idool, Rob. Deze is erg gul
en heeft voor het neisje net wie hij uitgaat wel een corsage van
acht gul den over. Hel aas heeft hij nog veel andere interessen onder
de nei sjes en de kans op een uitnodiging i s zeer gering.

Het neisje begrijpt dat zij bij een eventuel e uitnodiging direct
nmoet beslissen en dat zij op een aanvaardi ng niet mag terugkomen. Ze
vraagt zich nu af wat zij die dag noet doen als zij niet alleen naar
het bal wil, maar ook zo nooi nogelijk wl verschijnen.

Wanneer nen deze voorbeel den nmet el kaar vergelijkt vertonen zij
op het eerste gezicht weinig punten van overeenkonst. |mmers het eer-
ste voorbeeld is een nengprobl eem het tweede een verzekeri ngsprobl eem
het derde een produktieprobleem terwi jl het vierde en het vijfde
resp. een inkoop- en een "bal "-probl eemvoorstellen.



De vijf problemen zijn inderdaad qua vorm verschillend, nmmar dit
bet ekent nog niet dat de wjzen van opl ossen verschillend zijn. Een
i ndel i ng van de besl i ssi ngsprobl emenin transport-, voorraad-,
pr odukti e-, vervangi ngsprobl eren, etc. leidt in het al geneen niet tot
groepen van besl i ssi ngsprobl emen et i denti eke opl ossi hgsnet hoden.
In paragraaf 3 zullen wij bijv. zien dat in de mat hemati sche nodel | en
een dergelijk fysisch onderscheid niet eens gemaakt wordt. Bovendi en
verkrijgt nen juist een beter inzicht in de structuur van de beslis~
singssituatie als nen in staat is het probleemte fornul eren zonder
gebrui k te maken van begri ppen al s voorraad, machi ne, haven, etc.
Door invoering van een uniforme karakterisering van het beslissings-
probl eem onder kent nen identi eke opl ossi ngsnogel i j kheden voor probl e-
men, wel ke i n hun oorspronkelijke vormweinig gelijkenis vertoonden.

Door het beslissingsprobl eemte lichten uit zijn locale sfeer
verschaft men zich dikw jls veel inzicht. OQn een uniforme beschrijving
van het beslissingsprobl eemnogelijk te naken zullen wij een aant al
begri ppen i nvoeren. Met behul p van deze begrippen zullen wij tevens
trachten het beslissingsprobl eemte anal yseren. Men merke op dat
i edere beschrijving van een beslissingssituati e een nodel van die
situatie weergeeft. Het is immers ondoenlijk omhoe dan ook een situ-
atie in al zijn bijzonderheden te schil deren.

Het object in onze beschouw ng zullen wij steeds aandui den net
de naam systeem

In voorbeeld 2.1 is het systeem"de produkti e van veevoeder". W]
bedoel en met de produkti e van veevoeder de gehel e bedrijvi ghei d, wel ke
zi ch rond het nengen afspeelt. In voorbeeld 2. 3 wordt het systeem
gevor nd door de produktie en de voorraad tezamen. | n voorbeeld 2. 2,
2.4 en 2.5 beschouwen wij resp. de systenen "verzekering", "hoeden-
collectie" en "bal".

I n handel sonder nem ngenzal men m sschien de voor keur geven aan
de woorden "zaak" of "zaken" boven dat van systeem

Het tweede begrip waarvan wij ons zull en bedi enen i s de toestand

van het systeem Inmers, zoals uit de voorbeelden blijkt, zal de te

nenen besl i ssi ng mede af hangen van de toestand waarin het systeemzich



op het moment van beslissen bevindt. Uit de formulering van het
beslissingsprobleem kan veelal worden opgemaakt welke factoren voor
het vaststellen van die toestand relevant zijn. Het i s vaak een zaak
van persoonlijke smask (modelkeuze!) welke factoren wél en welke
factoren niet relevant worden geacht an voor ieder tijdstip de toe-
stand van het systeem te beschrijven. Elke beslisser beschikt over
een hoeveelheid informatie die niet gebonden is aan een tijdstip of
tijdsinterval. Deze laatste informatie behoeft niet in de toestand
van het systeem te worden verwerkt.

In voorbeeld 2.1 kan de toestand van het systeem worden gegeven
door
1) de huidige samenstelling van het veevoeder;

2) de samenstelling van de grondstoffen welke worden aangeboden;
3) de prijzen van deze grondstoffen.

In de toestand van het systeem zal men dus niet de kwaliteits-
eisen, opgegeven in tabel 2.2, verwerken. Deze eisen zijn niet kenmer-
kend voor een bepaald moment, aangezien zij altijd worden gesteld.

In ons model wordt de toestand van het systeem in voorbeeld 2.2
bepaald door
1) de laatst betaalde premie;

2) het tijdstip in het premiegjaar;

3) het eventueel te claimen bedrag;

4) de omstandigheid of de verzekerde dat jaar al eerder een schade
heeft geclaimd.

In de toestand van het systeem wordt dus geen plaats ingeruimd
voor de in de polis genoemde premiebedragen en het eigen risico. Noch
wordt vastgesteld dat men na het claimen van een schade het daarop-
volgende jaar weer de hoogste premie moet betalen. Deze gegevens zijn
niet kenmerkend voor het beschouwde tijdstip. Zij liggen eens en
voor al vast.

De toestand van het systeem in voorbeeld 2.3 wordt wellicht
gegeven door
1) de voorraad;

2) de produktiesnelheid.
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| de toesstand van hei systeemwordt ni et aangegeven op wel ke
wi j ze de kl ant en aankonen en hun bestel | i ngen af geven. De aankonsten
en de bestel lingen van kl anten vl oei en voort uit een proces dat voor
alle tijdstippen tezanen beschreven noet worden(zie derde begip).

I n voorbeeld 2.4 wordt op het monent van i nkopen de toestand van
het systeemwel |icht gekenmerkt door
1) de inkoopprij zen;

2 de verkoopprij zen.

W j vinden tenslotte voor het beslissingsprobl eemin voorbeeld 2.5
de vol gende t oest andsgr oot heden
1) de ontnoeting(Peter, Frank, René of R);

2) de onstandi gheid of zij bij deze ontnoeting wordt uitgenodi gd;
3 de onstandi gheid of zij reeds een uitnodiging heeft aanvaard en
Zo ja, van wie.

De prijzen van de corsages waren reeds bekend en konen dus in de
toestand van het systeemniet voor. De |aatste toestandsgrootheid stelt
ons in staat omvast te stellen net welk vriendje zij naar het bal
gaat .

Het derde begrip dat wij zullen gebrui ken heet ontw kkeling in de

toestand van het systeem Bij zeer veel beslissingsproblemen wijzigt

zi ch de toestand van het systeemin de loop van de tijd. De wijze
waarop dit geschi edt zal mede de keuze van de te nemen besli ssing
bepal en. Zowel in voorbeeld 2.1 als in voorbeeld 2.4 brengen prijs-
fluctuati es toestandsveranderi ngen teweeg. Schaden en uit nodi gi ngen
brengen in voorbeeld 2.2 resp. voorbeeld 2.5 droeve en wel kome ver an-
deringen in de toestand van het systeem

De hi ervoor geschetste ontw kkelingenin de toestand van het
systeemvol trekken zich min of neer buiten de wil van de beslisser om
Er bestaan echter ook toestandsveranderingen di e een direct gevol g
zijn van de activiteiten van de beslisser. Zo zal in voorbeeld 23
de beslissing die het onschakel en van de produktie ten gevolge heeft
uiteraard de toestand van het systeemdoen veranderen. Qok in de
overi ge voorbeel den kan nen zi en hoe besli ssingen veranderi ngen aan-
brengen i n de toestand van het systeem
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Tegenover al deze ontw kkel i ngen i n de toestand van het systeem
staat de beslisser niet geheel onverschillig. Wj komen nu tot het
vol gende aspect van het besli ssingsprobl eem De beslisser zal in het
al gereen aan deze ont wi kkel i ngen waar deri ngen t oekennen en wel neest al
i n de vormvan kosten.

W hebben reeds vastgestel d dat de beslisser door het doen van
besl i ssi ngen de ontwi kkel i ngenin de toestand van het systeemkan
beinvloeden. Zijn beslissingen zull en er dan ook op gericht zijn om
door het teweegbrengen van toestandsveranderi ngen ongunsti ge ont -
wi kkel i ngen tegen te gaan.

Indi en nen bij het zoeken naar een opl ossing van een heslissings-
pr obl eem behoeft e heeft aan steun, dan zul | en de gedacht en ui t gaan
naar net hoden die
1) de aanwezige of de nog in te winnen informati e over de toestand

van het systeemin een te hanteren vormkunnen uitdrukken;

2 de aanwezige of de nog in te winnen informati e over de toekonstige
ontw kkel i ngen in de toestand van het systeemop een overzichte-
lijke wjze kunnen beschrijven;

3) de toegel at en beslissingen op een overzichtelijke w jze kunnen
aangeven;

4) waar deri ngen kunnen toekennen aan ontwi kkel i ngen in de toestand van
het systeem en daardoor ook aan beslissingen di e nede tot deze
ont wi kkel i ngen hebben bijgedragen. Het |iefst zag nen deze laatste
waar deri ngen uitgedrukt in de vorm van een criteriumvoor het
vergel i j ken van toegel at en besli ssi ngen;

5) voor de toestand waarin de beslisser zich bevindt of voor alle
t oest anden waarin de beslisser kan kormen te verkeren, de optinal e

besl i ssi ng kunnen aanwi j zen.



3. Het wiskundig beschrijver'.van beslissingsprobiemen

Celijk wij reeds in paragraaf 1 opnerkten |aat een niet-w skundi g
gebeuren zi ch wel eens beschrijven net behul p van een wi skundi ge taal .
De vraag rijst nu of de wi skunde ook over de benodi gde instru-
ment en beschi kt al s een beslissingssituatie beschreven noet worden.
Wj zullen dit nu nagaan aan de hand van de vijf hiervoor gefornu-
| eerde wensen. Een event uel e wi skundi ge beschrijving geeft dan het
mat hemat i sch nodel van de beschouwde situatie weer.

Eer st e wens

In de toelichting op het begrip "toestand van het systeenm' werd
veronderstel d dat de toestand van het systeemin voorbeeld 2.3 kon
wor den gegeven door de voorraad en de produktiesnel heid. Bei de toe-
st andsgr oot heden zijn kwantitatief. Indien wij een assenstel sel
i nvoeren van twee onderling |oodrecht op el kaar staande assen(zie
figuur 3.1), dan kunnen wij de toestand van het systeemop elk tijd-
stip aangeven net een punt S in het coordinatenvl ak. Voor het geval
de voorraad 200 stuks bedraagt en twee machines zijn ingeschakeld in
de produkti e wordt de toestand van het systeem aangegeven door het

punt s in figuur 3.1

m

0

voor r aad t
250 }

200 S

150 ¢t

100

50

aantal ingeschakel de
0 1 2 3 7 7 machi nes
(produkt i esnel hei d)

fig 3.1

Toest andsr ui nt e behorende bij voorbeeld 2.3




Uit deze beschouwing volgt dat de toestand van het systeem in
voorbeeld 2.3 steeds kan worden geidentificeerd met een punt in een
vilak.

De toestandsgrootheden van voorbeeld 2.2 worden gegeven door
1) de laatst betaalde premie;

2) het tijdstip in het premiegjaar;

3) de eventueel te claimen schade;

4) de omstandigheid of er al eerder in het premiejaar een schade i s
geclaimd of niet.

Zoals in figuur 3.2 is aangegeven hebben de eerste vier inter-

vallen op de horizontale as betrekking op situaties waarin reeds eerder

te claimen
schade

f

250
- 200
150 «S
L 100 xS
50
f.320,- £.280,- f£.240,- £.220,- f£.320,- £.280,- f.240,- £.220,-
tijdstip in het premiejaar
|laatst betaalde premie
reeds geclaimd in het —— <% nog niet geclaimd in het
lopende premiejaar lopende premiejaar

fig. 3.2

Toestandsruimte behorende bij voorbeeld 2.2




in het prem ejaar een schade werd gecl ai nd. Voor de overige inter-
val l en gel dt dat de autonobilist tot het beschouwde nmonent schadevrij
heeft gereden. H k interval geeft aan wel ke prem e het |aatst werd
bet aal d en hoeveel tijd sindsdienis verstreken. Op de vertikal e as
wordt de te cl ai men schade uitgezet.

Het punt S in figuur 3.2 geeft de toestand van het systeemaan
7% maand na de betaling van een preme van f.280,-.  dat tijdstip
had de verzekerde een schade van f.140,-, terwijl in het toen | opende
prem ej aar nog geen schade was geclaimd. Ht punt S geeft de toestand
van het systeem aan 64 maand na de betaling van een prenmie van f. 240, -.
o dat tijdstip had de verzekerde een schade van f.112,-, terwijl in
het toen | opende prem ej aar reeds een schade was gecl ai nd.

ok voor de overige voorbeel den kan nen een passende toestands-
rui nte construeren.

I n een wi skundi ge forrmul ering zal nen voor elk tijdstip de
toestand van het systeem aangeven net een punt in een één of neer-
di mensi onal e Cartesische ruinmie ¢ . Deze ruinmie wordt steeds de

t oest andsr ui nt e genoend.

Tweede wens

De ontwi kkelingen in de toestand van het systeem nmanifesteren
zich in de wi skundi ge beschrijving door "wandel i ngen" en " sprongen"
van het systeem in de toestandsruinmne.

Er bestaan besli ssingssituaties waarin de toestand van het
systeemzich in het geheel niet wijzigt. Een dergelijke situatie
treedt op in voorbeeld 2.1 als de prijzen en samenstel | i ngen van
grondst of fen constant blijven. De wandeling is dan ontaard i n een
"pas op de plaats". Wj blijven ook in dit geval spreken van een
wandel i ng.

W hebben reeds opgenerkt dat de wjze waarop de toestand van
het systeemzich in de toekonst al of niet zal wijzigendikwijls van
invlioed is op de nu te nenen besli ssing.

Al's de ontw kkelingen in de toestand van het systeem determinis-



tisch van aard zijn, kan men dikwijls gedeelten van de wandeling i n de
toestandsruimte beschrijven met behulp van ' bewegingsvergelijkingen"
uit de klassieke mechanica. Indien bijv. op het tijdstip tn een voor-
raad s(tn) eenheden groot is en gedurende het tijdsinterval (tn,tn+1)
een constante goederenstroom van a eenheden per tijdseenheid de voor-
raad verlaat, wordt de voorraad op een tijdstip t in het tijdsinterval

(tn, tn+1) gegeven door

(3.1) s(t) = s(tn) = a(t-tn) .

Als de voorraad de enige factor is die de toestand van het sys-
teem karakteriseert, geeft (3.1) de wandeling aan inS voor de tijds-

periode (tn,t ). Relaties van het type (3.1) geven in de klassieke

mechanica de Ir:;; door het bewegend lichaam af te leggen afstand aan,
wanneer de oorspronkelijke afstand s(tn), de snelheid een constante
a en hettijdstipvan vertrek tn is.

Indien echter de ontwikkelingen in de toestand van het systeem
stochastisch van aard zijn, dan maakt het systeem een "verrassings-
rit" door de toestandsruimte §. In voorbeeld 2.3 (zie figuur 3.1) be-
klimt het systeem gestadig één van de vertikale lijnstukken. Telkens
als er een klant binnenkomt valt het weer een stuk terug. Indien de
behoefte van de klant van tevoren niet bekend is, maakt het een val
van stochastische lengte. Wanneer de beslisser vindt dat het systeem
te goed of te slecht klimt, moet het systeem het op dezelfde hoogte
op een andere "paal' verder proberen.

In de waarschijnlijkheidsrekening en wel in het bijzonder in de
theorie van de stochastische processen weet men dikwijls wel raad met
stochastische wandelingen van dit type. Bijgevolg geschiedt de wis-
kundige beschrijving van deze ontwikkelingen in de toestand van het

systeem met behulp van aan deze theorie ontleende begrippen.

Derde wens
Als derde wens hebben wij geformuleerd de mogelijkheid an de
toegelaten beslissingen op een overzichtelijke wijze aan te duiden.

In voorbeeld 2.1 wordt de beslissing gegeven door de gekozen percen-
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tages van de verschill ende grondstoffen in het mengsel. Het percentage

rogge i n het nengsel zullen wij aangeven net x, en dat van nil ocorn,

1
paardebonen, sojaschroot, cocoskoeken, pal npitschroot en negerzaad-

schilfers resp. net X, t/m x_. In de w skundi ge fornul eri ng van het

besl i ssi ngsprobl eemkan nen ;e besl i ssi ng door gaans aangeven net een
rij van getallen.

Stel dat een beslissing kan worden gegeven door twee getallen
X, en x). Een beslissing X = (xi,xé) kan dan worden gei dentificeerd

2
met een punt in een twee-di nensional e Cartesische ruinte X(zie

figuur 33.

lig. 3.3

Een 2-di nensi onal e beslissingsruimte X

Vaak zal men behoefte hebben aan een ruinte van neer di nensies
om een beslissing te kunnen vastleggen. Zo' n ruinte noemen W j steeds

een beslissingsruinie I .

Ut tabel 2.2 in voorbeeld 21 volgt dat de beslissingsvaria-

belen x.l niet vrij gekozen nogen worden. Zij noeten aan de vol gende

ongel i j kheden vol doen:

x1 < 20 x5 2

(3.2) X215 X6 = 8
xg £ 7 x, £ 10 .
x4: S

Aangezi en het eiw t-gehalte mninmaal 14,7% nmoet bedragen, vinden wij

bovendi en al s voorwaarde(zie ook tabel 21):

(3.3) 7,9x1 + 7,4x2 + 17,5x%_ + 33x4 + 14x5 + 13,2x6 + 22,8x7 2 14,7 .

3



Ver der gel den voor verteerbaar ruweiw t, vocht, zetmeel, ruwe cel -
stof en ruw vet anal oge ongel i j kheden.

Laten wi j om de gedachten te bepal en terugkeren tot het geval
waari n een beslissi ng kan worden vast gel egd met behul p van twee be-

sl i ssi ngsgr oot heden x, en x2(zi e figuur 3.3). Stel vervol gens dat

1
uit de probleenstelling volgt:

¥ T Xz
2%, + x_ < 4
1 2 =
(3.4)
x1_>__0
x2;0.

De t oegel at en besl i ssi ngen(x 1,x2) liggen nu in het gearceerde
gedeel te van de beslissingsruime(figuur 34. Immers alleen voor

punt en (X 1,x2) in dit gebied gel den al |l e ongelij kheden.

le

4

Een voor beel d van een gebi ed van toegel at en

besl i ssingen in de beslissingsruinie

Evenzo correspondeert met de ongelijkheden in het veevoederpro-
bl eemeen gebied in de bij dat probl eem behorende beslissingsruimte X.

Dit gebi ed noenen wij het gebi ed van de toegel at en beslissingen. W

mer ken op dat de getallen 7,9 , 7,4etc. in (3.3) conponenten zijn
van de toestand S Immers zij geven de hui di ge sanenstel | i ng van de
grondst of fen aan. Aangezien (3.3) nede het gebi ed van de toegel at en



besl i ssi ngen bepaalt, zal de vormvan dit gebi ed af hangen van de
toestand S van het systeem

W j zullen in het hierna vol gende steeds aannenen, dat het gebied
van de toegel at en besli ssi ngen, aangegeven et xs , hmede bepaal d
wor dt door de toestand van het systeemop het beslissingstijdstip.

W j onderschei den twee typen van besl i ssi ngsprobl enen. I n een

zg. €één-stapsbesli ssi ngsprobl eembehoeft de beslisser slechts één

enkel e beslissing te nemen. In een meer-stapsheslissingsprobleem

wor dt van hem verwacht dat hij in een tijdsbestek een reeks van

besl i ssi ngen neem. De opl ossing van het één-stapsbesli ssi ngsprobl eem
Wi jst een beslissing X aan, terwijl in het meer-stapsbeslissings-
probl eem de opl ossi ng neestal wordt gegeven in de vorm van een

strategie. Een strategie z is een beslissingsvoorschrift dat in el ke

toestand S aangeeft wel ke beslissing X = z(S) noet worden genonen.
W skundi gen zeggen dat een strategie een afbeelding is van de toe-

standsruinte $ in of op de beslissingsruinie X,

Vi erde wens

Het toekennen van waarderi ngen aan ontw kkel i ngen in de toestand
van het systeemis dikw jls een zeer noeilijke opgave. Deze waar de-
ringen heeft men nodig omtot een criteriumte konen voor het verge-
lijken van de toegel aten beslissingen. Veelal zijn deze waarderingen
ni ets anders dan de kosten of de w nst die aan de beschouwde ont -
wi kkel i ngen - wandel i nhgen van het systeemdoor de toestandsruinte -
zi j n ver bonden.

Voor één-stapsbeslissingsprobl emenwordt het criteriumvoor de
optimal e beslissing gegeven in de vormvan een reéle X-functie y(SO;X),
waarin SO de toestand aangeeft op het nonent van beslissen en X de
beslissing. Als de toekonstige ontw kkeling in de toestand van het
systeemvan te voren bekend is, stelt y(SO;X) neestal de totale te
maken kosten of opbrengsten voor. Indien echter de toekonstige ont-
wi kkel i ng op het noment van beslissen nog onbekend is, stelt y(SO;X)
de verwachting voor van de aan deze ontw kkel i ng ver bonden kost en.

Al's wij aannenmen dat de weekproduktie veevoeder 10.000 kg bedraagt



wordt in het nengprobl eemde X-functie y(SO; X) gegeven door

(3.5) y = 22,75, + 22,35x2 + 30,25x3 + 38,25x%, + 32,50}:5 +

1 4

+ 26,50x,. + 32,50x_ .

6 7

Ut (35 volgt dat y inderdaad een functie is van X en dat de gedaan-
te van deze functi e nede bepaal d wordt door de toestand So van het
systeem |mmers de prijzen van rogge etc., die in(35 voorkonen,

zi j n conponent en van de toestand SO

Vijfde wens

I n de inleiding hebben wi j gezegd dat ieder besliskundi g onder-
zoek gericht is op de vertaling van het beslissingsprobl eemin een
wi skundi g opti nunprobl eem Het besli ssingsprobl eemuit voorbeeld 21
kan nmen nu vertal en in het vol gende opti munprobl eem "Bepaal het mni -
mum van(3.5 onder de bijvoorwaarden (3.2), (3.3), etc.". In zijn al-
genene vorm |l ui dt het nat hemati sche 84n-stapsbeslissingsproblesm als
vol gt :
" Bepaal het m ni mumvan y(So.;X) onder de bijvoorwaarden X e JCS M

Voor neer - st apsbesl i ssi ngsprobl emenvi ndt nen een criteridmfunc-
tie van de vorm y(So;z), waar bi j SO de begi ntoestand en z de toege-
paste strategie voorstelt. Indien een optimal e strategi e noet worden
ont wor pen voor een onbegrensde tijdsperiode, dan zull en veel al, onver-
schillig de gebruikte strategi e, de total e kosten onbegrensd hoog
zijn. Bijgevol g kunnen deze kosten niet dienen als criterium Zowel
voor stochastische al s determ nistische ontw kkelingenin de toestand
van het systeemkan nmen de kosten gaan verdi sconteren. Dat wil zeggen
dat men op een voorgeschreven w jze aan kosten in het verre verschiet
m nder gew cht toekent dan aan kosten van gelijke onvang i n de nabije
toekonst. Voor een dergelijke handel wijze kan een econom sche recht -
vaar di gi ng bestaan. Voor het geval de ontw kkelingin de toestand van
het systeemstochastischis, zal men gewoonlijk als criteriumkiezen
de verwachting van de total e verdi scont eerde kosten. Voor het geval

de ontw kkelingin de toestand van het systeemdeterninistischis,



ki est men de verdi sconteerde kosten zelf als criterium |In somm ge
situati es worden de - over de gehel e wandel i ng gemni ddel de - kost en
per tijdseenheid als criteriumgekozen. Hoe dan ook, het mathemati sche
meer - st apsbesl i ssi ngsprobl eemluidt als vol gt:

"Bepaal het m ni mumvan de reéle z-functie y(SO;z) onder de bij-
voorwaar den X = z(S) € xs voor elke S « &".

Voor het bepal en van de extreme waarden van de X-functie y(So;x)
en de z-functie y(so;z) best aan een aantal wi skundi ge t echni eken.

Tenslotte zullen wij laten zien dat een strategi e sonms op een
aanschouwel i j ke wi j ze kan worden uit gebeel d.

In voorbeeld 2.2 zal nen zodra een schade zi ch voordoet npeten
besl i ssen of deze schade gecl aind zal worden of niet. In figuur 3.5
hebben wi j een strategi e aangegeven, die de beslisser adviseert geen
schade t e cl ai nen wanneer het systeemvanwege di e schade een toestand
aanneent in het gearceerde gebied, tenzij reeds eerder in het premie-

jaar een schade is geclaimd. Ut het voorgaande vol gt dat de opl ossing

te cl ai nen schade

204
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E y 'y P
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P . ' 1tijdstip in
o // /,f /i/// /}/ 1/ / /het premiejaar
f. 320, - f.280,~- f. 240, - f.220, -
fig. 3.5

Toest andsr ui nt e net aangegeven strategi e behorende bij voorbeeld 2.2




van het besli ssingsprobl eemuit voorbeel d 2.2, besliskundig gezien,
een keuze is uit de verzaneling van all e nogelijke gearceerde gebi eden.
Voor het probleemuit voorbeeld 2.3 wordt in figuur 3.6 een
strategi e uitgebeel d. Zodra het systeem een toestand aanneent wel ke
correspondeert net een punt van een di k getrokken |ijnstuk, dan wordt

de produktiesnel heid op de aangegeven wi j ze ver ander d.

voorraad 4
m 4 - . -
<« 0 “1
L <« 2
.1 -
2 - * 2 »
1
3 > 3 -
3 -
0 1 2 3 produktie~
fig. 3.6 snel hei d

Toest andsrui nie net strategi e behorende bij voorbeeld 2.3

Uteraard is er ook een strategi e denkbaar di e een onschakel i ng van

3 = | voorschrijft.

I n bovenst aande beschouwi ngen hebben wi j aan de hand van vijf
concrete wensen |laten zi en, dat de w skunde over i nstrumenten beschi kt,
die bij het zoeken naar opl ossi ngen voor besli ssingsprobl enen van nut
kunnen zijn. Verder hebben w j kunnen constateren dat het gebrui k van
deze instrumenten leidt tot een vertaling van het besli ssingsprobl eem
i n een w skundi g opti munprobl eem W hebben niet nagel aten te w jzen
op het feit dat elke beschrijving van een beslissingssituatie -

ook een wi skundi ge - een nodel van die situatie weergeeft. Wj di enen
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us de terugvertaling van het w skundi g opti nunprobl eem net eni ge
reserve te ontvangen.

I n de vol gende paragraaf zullen wij nagaan aan wel ke ei genschap-
pen besl i ssi ngsprobl emren noet en vol doen opdat zij op een besliskundige

Wi j ze kunnen worden behandel d.

4. |'s een besliskundi ge benadering altijd zinvol ?

Al hoewel all een het veevoederprobl eemuit paragraaf 2 op een
ondubbel zi nni ge wi j ze vertaal d kon worden in een wi skundi g optimum-~
probl eem nogen wij toch wel vaststellen dat alle beslissingsprobl enen
uit die paragraaf zich in een vergevorderd stadi umvan formnul eren
bevonden. Een besl i ssi ngsprobl eemmaakt in het al gemeen een rij pings-
proces door. Natuurlijk zijn er ook beslissingsprobl emendie vrij
pl otsel i ng ontstaan. Een nachine valt bijv. uit en de beslisser wordt
geconfronteerd met de vraag of hij een nieuw exenpl aar van het be-
proefde type zal kopen of dat hij net het oog op eventuel e uitbreiding
een grotere zal aanschaffen. Het door het probl eemopgeroepen beel d
van de beslissingssituatie is vrij scherp getekend. Wl licht dat er
hi er en daar nog wat infornatie noet worden i ngewonnen; mi sschi en
noet er nog wat gerekend worden, naar de verschill ende keuzenogelij k-
heden zi j n aangegeven. De neeste besli ssingsprobl enen wor den echt er
niet in één nacht geboren. Aan de fornulering gaat neestal een |ange
peri ode van onbehagen vooraf. In zo' n periode zoekt nen eerst de
schul di ge en daarna de oorzaak van de ongewenste toestand. Tot het
zoeken naar een renedi e komt nen niet of pas veel later. Het is
mer kwaar di g hoeveel mensen reeds gerustgesteld zijn, zodra zij weten
waaromiets i s msgel open of dreigt nmis te lopen. Waarschijnlijk
waren zij alleen maar tel eurgestel d ondat de verkl aring ontbrak. Er
ont staat pas een besli ssingssituati e wanneer men het gevoel krijgt
dat er ook iets aan gedaan kan worden. Maar wat?

Al's wi j spreken van een ongewenste situati e dan behoeven wi j



nog ni et te bedoel en dat de toestand van het systeemons al s onaange-
naam voor kont. Het kan best zijn dat wij die toestand juist gaarne
gehandhaaf d zouden zi en nmaar dat de ontwi kkeling i n de toestand van
het systeemons zorgen baart. In het beslissingsprobl eemgaat nmen dan
uit van de veronderstelling dat door het nemen van besli ssi ngen een
gevr eesde ont w kkel i ngsgang kan wor den ongebogen.

Een besl i skundi ge aanpak i npliceert de invoering van een nat he-
mati sch nodel . Een nat henati sch nodel van een beslissingssituatie
verei st een kwantitati eve beschrijving van
a) de toestand van het systeem
b de nogelij ke besli ssingen,
c¢) de ontwi kkelingen in de toestand van het systeemdi e nmede een

gevol g zijn van de te nenen besl i ssi ngen,
d de waardering die nen toekent aan deze ontwi kkel i ngen in de
toestand van het systeem
e) de waardering die nen toekent aan een beslissing of strategie.
Deze | aatste waardering noeni nen het criteriumvoor de optinale
beslissing of strategie. Tussen de waarderi ngen genoend onder d en
€) bestaat een zeer nauw ver band.

Na deze beschrijvingen vol gt het opstellen van het wi skundig
opti munpr obl eem Tenslotte zal gezocht noeten worden naar een
t echni ek om het w skundi g opti munprobl eemte kunnen oplossen. Dt
wer kschena kan nen niet punt voor punt afwerken. Zo kan men bijv.
bij het beschrijven van de ontw kkel i ngen in de toestand van het
syst eem ont dekken dat nen de toestand van het systeem beter op een
andere wi j ze had kunnen aangeven. Ook gebeurt het wel eens dat slechts
één of een conbinatie van een kl ei n aantal toestandsgrootheden bij de
bepal i ng van de optinmal e beslissing een rol spelen. In dat geval had
men kunnen vol staan net een toestandsrui nie van eenvoudi ger structuur.
Bi j gevol g keert nen dan tot dat punt van het werkschena terug. E gen-
lijk wordt er aan alle punten mn of meer tegelijk gewerkt.

Men zal dus tijdens het opl ossen van het besli ssi ngsprobl eem
meer dan eens noet en nagaan wel ke factoren in het begrip toestand
di enen t e wor den opgenonen, opdat in dat stadi umvan opl ossen



relevant geachte infornati e kan worden verwerkt. Een aantal van deze
factoren zijn nogelijkerwijs niet kwantitati ef, maar kunnen wel
kwantitatief gemaakt worden. Men denke bijv. aan factoren di e ei gen-
lijk een vraag inhouden wel ke nmet ja of neen nmoet worden beantwoord.
Zul ke factoren | aten wij doorgaans de waarden O(ja) en 1(neen)
aannemen. Het behoeft geen betoog dat van vel e systemen de nogelij ke
t oest anden zich niet op een kwantitatieve wi jze | aten beschrijven.
Hoe zou nen bijv. de toestand(of sfeer) van een systeem "vergadering"
kwantitatief noeten aangeven? Door het aantal aanwezi gen? O door het
verschil tussen de aantallen keren instemmend en honend | achen?
Al hoewel er geen objectieve nmaat st aven best aan net behul p waarvan nen
ondubbel zi nni g kan vaststel |l en of de toestanden van een bepaal d sys-
teemzich wel of niet kwantitatief |aten beschrijven, kan men toch
stellen dat, als de factoren net de gewenste kwantitatieve ei genschap
op een geforceerde w jze naar boven komen, nen wellicht beter van een
besl i skundi ge aanpak kan afzien. Met het oog op het aangeven van
de ontwi kkelingenin de toestand van het systeemzal mnen tevens
nmoet en trachten het aantal beschrijvende factoren zo kl ei n nmogelij k
te houden.

Laten wi j vervol gens onze aandacht richten op de besli ssi ngen.
Wl ke beslissingen kan men al zo nenen? Het antwoord op deze vraag
verl angt di kwijls een onderzoek naar de nogel i j kheden om het proces
te beinvl oeden. Af hankelijk van de toestand van het systeemzullen

aan deze nogel i j kheden beperki ngen zij n opgel egd. Vanwege de beperkte
voorraadcapaciteit zal men in voorbeeld 2.3, op grond van het gekozen

nmodel , de produktie nmoeten stilleggen als de voorraad m bedraagt .
Het onderzoek naar de nogelij ke wjzen van beinvloeding is uiterst
bel angrij k. M sschien heeft het ten gevolge gehad, dat een ni euwe
grondst of aan het reeds bekende pakket van toegel at en grondst of fen
voor veevoeders i s toegevoegd.

Men nmoet zich echter wel rekenschap geven van het feit dat voor
i edere beslissing of strategi e noet gel den dat, bi nnen zekere grenzen
van nauwkeuri ghei d, de - nede door deze beslissing of strategie
opger oepen - ontwi kkeling in de toestand van het systeemkan worden




aangegeven. Dit geldt ook voor beslissingen en strategi eén di e nog
nooit eerder zijn toegepast en waarvoor dus van de bijbehorende
ontwi kkel i ngen i n de toestand van het systeemgeen waar nem ngen
beschi kbaar zijn. Dt betekent dat nen bij het bepal en van het effect
van een beslissing op de ontwi kkeling in de toestand van het systeem
te werk nmoet gaan vol gens een gepostul eerd principe, dat wij in deze
par agraaf het "resultante-principe" zullen noenen. Het resultante-
princi pe gaat uit van de veronderstelling dat er een basi sproces
bestaat, hetwel k zich niet |aat beinvioeden door de beslisser. De
ontwi kkeling in de toestand van het systeem die mede een gevolg is
van een toegepaste strategi e, kan, vol gens het "resultante-principe",
met behul p van het basi sproces, de toegepaste strategi e en een stel
- van el ke strategi e onaf hankel ijke - richtlijnen, worden bepaal d.
I ndi en nmen behoefte heeft aan een visuel e voorstelling, dan kan men
dit basisproces zien als een stevige bries op een neer. Een zeil boot
in de toestandsruinte(neer) vervult in die voorstelling de rol van
systeem De beslisser is de zeiler en de gang van de boot is de ont-
wi kkeling in de toestand van het systeem De gang van de boot is een
gevol g van het basisproces(de bries) en de(zeil-)strategie van de
zeiler. De bries zal door het gedrag van de zeil er niet aanwakkeren
of afnemen. | ndien nen beschi kt over enige zeil kenni s(richtlijnen)
dan kan men de gang van de boot door een superpositie van strategie
op basi sproces bepalen. Bij een constante bries is de gang nagenoeg
determnistisch, terwijl de boot een "stochastische gang" zal maken,
wanneer er op asel ecte tijdstippen w ndvl agen optreden.
Indien wij het "resultante-principe" willen toepassen, dan zul |l en
Wi j uiteraard enige nodel -veronderstellingen noeten maken. Wj zull en
dit nu toelichten aan de hand van de voorbeel den 22 en 2. 3.
Bij voorbeeld 2.3 gaan wij uit van de vol gende model-veronder-

stellingen
1) het aankonstpatroon van de kl anten hangt niet af van de ervaringen

di e deze kl ant en hebben opgedaan in hun relatie net de fabriek;
2) de door de klanten gestel de vraag naar goederen hangt niet af van

de ervaringen di e deze kl ant en hebben opgedaan in hun rel atie met

de fabri ek.



Bijzevolg zal het proces aat, binnen het nat hemati sch nodel, de
vraag naar goederen beschrijft niet afhangen van de te vol gen strate-
gie. Een realisering van dit proces kan nen geven door de tijdstippen
waar op de kl anten bi nnen kwanen en de op die tijdstippen gestel de
vraag naar goederen te noteren. Indien wij nu op grond van waar ne-

m ngen in staat zijn zo' n vraagproces te beschrijven, dan ligt voor
i edere strategie en iedere realisering van het proces de te naken
wandel i ng in de toestandsruinte vast (zie figuur 36).

I n het autoverzekerings-probl eemkanpt de aut onobili st-verzeker-

de eerst met de noeilijkheiddat hij te weinig waarnem ngen heeft.
I ndi en hij doorgaans veel ongel ukken maakt, kan hij m sschi en spoedig
over een schat van gegevens beschi kken. Hj zal zich dan ongetw jfeld
gaan bezi ghouden net de vraag of het ontstaan van schaden al of ni et
bevorderd wordt door de reeds verkregen prem ereducties. |Indien het
gestel de niet statistisch aantoonbaar is, d.wz. indien het aantal
prem e-reducti es geen aantoonbare invl oed heeft op de rijtrant, dan
zal hij wllen nagaan of er een verband bestaat tussen opeenvol gende
ongel ukken. Wanneer na een nadere precisering een dergelijk verband
niet statistisch aantoonbaar is(mathenati sche statistiek), dan kan
hi j m sschi en veronderstell en dat
1) de tijdslengten tussen opeenvol gende ongel ukken onaf hankel i j k
verdeel d zijn vol gens een zel fde negati ef -exponenti él e ver del i ng;
2) de opeenvol gende schaden onaf hankel i j k verdeeld zijn vol gens
een zel fde verdel i ng van gegeven type.
De par anet erwaar den behorende bij deze kansverdel i ngen noeten uit het
waar nem ngsnat eri aal worden geschat. A deze veronderstellingenzijn
nodel - ver onder st el | i ngen en kunnen al of niet geconbi neerd worden
get oet st (mat hemati sche statistiek).

Al's bei de bovengenoende veronderstel | i ngen ni et behoeven te worden
verwor pen dan vol gt uit het eerder genoende "resultante-principe' dat,
ook al s de autonobilist een strategi e vol gt, de ontw kkeling in de
toestand van het systeem bi nnen het mat henati sch nodel vast ligt.

I mrer s het proces dat voor de ongel ukken zorgt is nu het basi sproces

en kan worden beschreven net behul p van twee kansver del i ngen. De



asel ecte trekkingenuit de eerste kansverdel i ng geven de tijdsl engten
tussen de opeenvol gende ongel ukken aan, terwijl de asel ecte trekkingen
uit de tweede kansverdel i ng de bijbehorende schadebedragen opl ever en.
Voor el ke strategi e van het beschouwde type(zie figuur 3.5 is nu de
ontw kkeling in de toestand van het systeem vast gel egd.

I ndi en de genaakt e veronderstellingen noet en worden verwor pen
dan zal nen tot een ingew kkel der beschrijvi ngswi j ze noet en konen.

Bi j gevol g zal de autonobilist over veel neer waarneni ngen noeten
beschi kken. Deze waar nem ngen zal hij m sschi en nodi g hebben om er
achter te konen wat het effect is van de te betal en prem e op het

ont st aan van schaden. Het verzanel en en het verwerken van deze waar -
nem ngen kost uiteraard veel tijd. Tot een sneller resultaat kont een
bedrijf net een hormogeen wagenpark, waarvan een groot aantal autono-
bilisten gebrui k naakt. |ndien de autonobilisten steeds op een asel ec-
te wijze een auto kiezen(nodel -veronderstelling) en indien de schaden
st eeds vol | edig worden hersteld dan i s het enerzijds aannerrelijk dat
voor iedere auto afzonderlijk aan de genaakte veronderstellingen is
vol daan, terwi jl anderzijds over de benodi gde gegevens snell er kan

wor den beschi kt .

W j zullen thans het "hoedjesprobl eenf(voorbeeld 2.4) aan een
beschouwi ng onderwer pen, ondat hier in eerste instantie geen beroep
op het zg. "resultante-princi pe" kan worden gedaan. O het nonent van
i nkoop beschi kt de inkoper over de verkoopcijfers van de af gel open
jaren. M sschien heeft hij ook een marktonderzoek onder zijn klanten
verricht. Mgelijkerw js gaf dit onderzoek enig inzicht in de wensen
van zijn toekonstige kopers. Indien hij slechts één type hoedj e gaat
ver kopen dan kan hij wellicht net enig succes een kansverdel i ng van
de toekonstige vraag construeren. Moeilijker wordt het wanneer hij
meer der e typen hoedj es gaat aanbi eden. De danes gaan nu ki ezen uit de
collectie en als het gewenste type i s uitverkocht zijn er twee noge-
l'ijkheden:

1) zij kopen een ander hoed;j e;
2 zij verlaten de w nkel zonder ni eune hoed.

Bi j gevol g stimul eert, binnen één sei zoen, een uitverkocht type de



de verkoop van de andere typen. Dit betekent dat de kansverdeling van
de vraag naar een bepaald type niet alleen af hangt van de onvang en
indeling van de coll ectie al s geheel en dus van de genonen besl i ssing,
maar ook van de genei gdheid bij de klant omiets anders te kopen. Dit

| aat ste kan men ni et zomaar in een "resul tante-principe' ' verwerken.

Nu kan men een nodel maken van het ver koopproces door de danes op één
of andere asel ecte wijze de winkel te |aten bi nnenkormen en ze daar na
op een aselecte wijze te laten trekken uit een urn net briefjes, waar-
op O het nodel van het te kopen hoedje staat &f wordt aangeraden de
wi nkel te verlaten. De paraneters van bei de kansnechani snen kan men
laten vari é&ren nmet de tijd(seizoen-invlioed) en de aanwezi ge voorraden
hoedj es. Met behul p van deze variati enogel ijkheid kunnen wi j trachten
de reactie van de klant op de resterende collectie te beschrijven.

Het antwoord op de vraag: "Hoe noeten wij variéren?" vereist echter
een aparte studie. Bij een dergelijke studie zal waarschijnlijk de

hul p van een psychol oog onontbeerlijk zijn. Het blijft de vraag of

zo' n urp-nodel een aanvaardbaar beel d van de werkelijkheid geeft en

of de waarden van de paraneters van dit nodel met behul p van de ter
beschi kki ng st aande gegevens geschat kunnen worden. Bij het vast-
stell en van de toestand van het systeem "hoedencol | ectie" hebben wi j

al | een aan het tijdstip van i nkoop gedacht. Voor het bepal en van de

wi nst en dus voor het toekennen van een waardering aan de te maken
wandel i ng, i s het wenselijk om ook voor ieder type hoedje het aantal
resterende hoedjes in de toestand van het systeemop te nenen. Het
urn-nodel met zijn varié&rende samenstel ling geeft nu tussen twee

i nkopen de ontwi kkeling in de toestand van het systeemop een ondubbel -
zinnige w jze aan. Assortiments-problemenvan dit type zijn noeilijk
te beschrijven en op te |ossen.

Bi j de beschrijving van de ontw kkelingen in de toestand van het
syst eem kunnen zi ch uiteraard ook andere noeilijkheden voordoen. Omin
het 'balprobleem' (voorbeeld 2.5) de ontwi kkelingen kanstheoreti sch
te kunnen aangeven zou nen voor iedere ontnoeting de kans op een
ui t nodi gi ng noet en kennen. Hoe zou men deze kansen kunnen schatten?

Al'l een een eeuw g-studente net een even eeuw g j eugdi g voor konen, di e



haar vriendjes in groepen heeft ingedeeld zou m sschi en genoeg waar -
nem ngen kunnen ver zanel en om net behul p van een stati sti sche anal yse
tot schattingen te konen

' een ontwi kkeling in de toestand van het systeemde beslisser
al of niet aanstaat zal hij tot uitdrukki ng noeten brengen in de
waardering die hij aan deze ontwi kkel i ng zal toekennen.

Het vaststellen van waarderingen is in het al geneen geen eenvou-
di ge zaak. Het neisje waardeert haar vriendjes op grond van de prijs
van de haar aangeboden corsage. Zij heeft kennelijk geen oog voor hun
st udi eresul t at en, hun kenni s van de noderne |iteratuur of hun verrich-
tingen op het sportveld. Indien zij een meer genuanceerder kijk op
haar vriendjes had, hoe zou zij hen dan noteren? Bovendien wil zij
ni et alleen een nooi e corsage hebben naar ook het bal bezoeken. Dt
zijn twee neer of mnder strijdige wensen. Met betrekking tot de
eerste wens kunnen wij aan iedere ontw kkel i ng een waardering t oeken-
nen gelijk aan de prijs van de corsage die tijdens deze ontw kkel i ng
wor dt overhandi gd. Al's de ontwi kkeling niet leidt tot een uitnodiging,
wordt de waardering gelijk aan nul gekozen. Met betrekking tot de
tweede wens wordt aan alle ontw kkelingen die |eiden tot een uitno-

di gi ng een gelijke waardering toegekend. Deze | aatste waardering is
moeilijk ingeld uit te drukken. Hoe stellen wij nu de twee waarde-
ri ngen sanen tot één, als bei de wensen tegelijk kenbaar worden
genaakt ?

Het toekennen van waarderi ngen aan ontwi kkel i ngen wor dt nog
noei | i j ker al s naast kosten ook mensenl evens een rol spelen. Wj be-
hoeven daarbij niet eens te denken aan oorl ogshandel i ngen. Wj noenen
sl echt s de verkeer sprobl emen. Een besl i skundi ge benaderi ng kan dus
fal en wanneer verlangens |eiden tot niet-vergelijkbare waarderingen

In het "hoedjesprobleem' zal een verkochte hoed op een niet nis
te verstane wijze haar bijdrage tot de waardering van de desbetreffen-
de ontw kkel i ng kunnen | everen. Maar wat doen wij als een klant onver-
ri chterzake de wi nkel verlaat ondat het door haar gewenste hoedje is
ui t verkocht ? Hoe groot is het verlies aan goodw || ? Indi en deze schade,

di e wel vergelijkbaar is net de overige kosten, niet kan worden
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vast gestel d, hangt el ke beslissing met betrekking tot de sanmenstelling
van de collectie in de lucht. Wj komen hier straks op terug.

Met behul p van deze waar deri ngen kan ook aan besli ssingen en
strategi eén di e tot deze ontwi kkel i ngen aanl ei di ng hebben gegeven
een waar dering worden toegekend. De rel ati e tussen waar deri ngen ener -
zijds en beslissing of strategi e anderzijds noenen Wi j de criterium-
functie. De opl ossing van het beslissingsprobl eembestaat nu daari n,
dat wij noeten zoeken naar die beslissing of strategi e waarvoor de
criteriunfunctie maximaal is. Soms slaagt men er wel in omvoor
i edere beslissing of strategie afzonderlijk de bijbehorende waar de
van de criteriunfunctie te bepalen, terwijl het onnogelijk is om het
criteriumexpliciet te geven als functie van beslissing of strategie.
Hoe bepaalt men nu de optimal e beslissing of strategie? Wj zijn
thans in een stadi umaangel and, waari n het oorspronkelijke beslissings-
probl eemvertaald is in een w skundi g opti nunprobl eem Hel aas i s de
Mat hemat i sche Besli skunde, het vak dat zich net dit soort w skundi ge
optimumproblemen bezi ghoudt, niet altijd een veilige haven. Tal van
mat hemat i sche besl i ssi ngsprobl enen wacht en nog op een antwoord. Mede
dank zij de noderne rekenapparatuur worden echter jaarlijks enorme
vor deri ngen gemaakt. WAt vandaag nog een uitzichtloos probleemlij kt,
kan nmorgen bij wijze van spreken een routineprobl eemzijn.

Al's het wi skundi g opti nunprobl eemis opgel ost en al s het antwoord
is terugvertaald in de oorspronkelijke term nol ogi e, dan dient nen er
zich van te overtui gen dat het antwoord ook brui kbaar is. Zo niet,
dan noet het nodel aan een kritische beschouwi ng worden onderwor pen.
Stap voor stap zullen wij dan noeten controleren of wij niet ergens
te lichtvaardig zijn ongesprongen nmet veronderstellingen, waardoor
sonmige structurelerelaties geen plaats kregen in het nodel.

Het opstellen van de criteriunfunctiewordt sons benoeilij kt
doordat een aantal gegevens ontbreken. H erboven hebben wij bijv.
reeds gewezen op het feit dat in het zg. "hoedjesprobleem' het
verlies aan goodwi || bij een geniste verkoopkans nmoeilijk te bepal en
was. Dit betekent niet dat een besliskundi ge aanpak nu zinl oos is.

Wj zullen dit toelichten net behul p van een vereenvoudi gde versi e



van dit probl eem(zie ook het beslissingsprobl eemin voorbeeld 6.4).
Stel dat de inkoper naar één type hoedje in zijn collectie

opneent en stel vervol gens dat hij beschi kt over de hi eronder ver el de

gegevens:

1) de inkoopprijs van een hoedje bedraagt dertig gul den;

2 de verkoopprijsin de normal e verkoop bedraagt vijftig gul den;

3) de verkoopprijsin de uitverkoop is tw ntig gul den;

4) de voorraadkosten bedragen vijf gul den per seizoen per hoedj e;

5) de kansverdeling van de vraag v wordt gegeven door de kansdi cht hei d

£(v) = (0,02)2%ve 0102V .

(de verwachting van de vraag naar dit type hoedje is 100).
De vraag i s nu: "Hoeveel hoedjes noet de inkoper bestellen?'. Dt
aantal wordt mede bepaal d door het zg. verlies aan goodwi|ll. Door het
ont breken van een nureri eke waarde van deze schade, kunnen wij strikt
genomen het besli ssingsprobl eemniet opl ossen. VWt wij echter wel
kunnen doen i s de optinal e bestel grootte bepal en voor verschill ende

waarden van dit verlies. In tabel 4.1 vindt men het gevonden resultaat.

Tabel 4.1

Invlioed van het verlies aan goodwi ||

op de optinmal e bestel grootte

verlies aan goodwi || | optimal e
in gul dens bestel grootte

0] 88

5 99

10 109

15 117

20 124

25 130

30 136




Ut tabel 4.1 blijkt dat een besliskundi ge aanpak, ook al s essen-
ti &l e gegevens ont breken, de beslisser nuttige informati e kan ver-
schaff en.

Komen wij tenslotte tot de vraag: "iIs een besliskundi g onderzoek
altijd zinvol ?*. Altijd ongetwijfeld niet! De studente kan net haar
"bal - probl eeni’ veel beter een vriendin dan een besliskundi ge raad-
pl egen. Bij vel e andere probl emen kan nen ni et zomaar van te voren
vaststell en of een besliskundi g onderzoek zinvol is. Wllicht komt
men bij het opstellen van het nat hemati sche nodel reeds voor onover-
komel i j ke noei |l ijkheden te staan doordat Of de situatie zich niet
door een eenvoudi ge structuur laat beschrijven &f de noodzakelijke
gegevens ont breken. Het gebeurt ook wel eens dat nen pas bij het
opl ossen van het mat henati sche besl i ssi ngsprobl eemstrui kel t.

Zonder een alternatieve benadering te kort te willen doen, kan
men toch stellen dat ook meni g onvol tooi d besliskundi g onderzoek
zinvol is, ondat men door zijn special e aanpak op een systenmati sche

Wi j ze aan het denken wordt gezet.

5. Indeling van het gedeelte besliskunde

De eerste vier del en van deze syl | abus gaven een sanenvatting
van di e voorkenni s van w skunde en statistiek wel ke vereist is omde
hi erna vol gende beschouwi ngen net vrucht te kunnen vol gen.

In de paragrafen 6 en 7 van dit deeltje worden een aant al
besl i ssi ngsprobl enen opgel ost met behul p van net hoden ontl eend aan de
kl assi eke wi skunde en de nat hemati sche statistiek. Een bel angrijk deel
van de besl i ssingsprobl emen die nmen in de praktijk ontnoet vraagt
echter om een ander e wi skundi ge benadering. | n paragraaf 3 hebben wij
vastgestel d dat de collectie van beslissingsprobl emenin twee del en
kan wor den opgesplitst. De eerste deel verzanel i ng bestaat dan uit de
zg. €én-stapsbesli ssi ngsprobl enen. Verder kent men nog de meer-staps~

besl i ssi ngsprobl enen, wel ke dan de tweede verzanel i ng vor nen.



Al's in het mathenatische nodel voor de toestand SO de verzarnel i ng
van t oegel at en besli ssi ngen X wordt aangedui d met IS en de criterium
functi e wordt aangegeven door y(so;)9, | uidt het één=stapsbeslissings-
probleemin zijn neest al genene vorm

Bepaal het naxi num(of het minimum) van de X-functie

(5.1) y(So;X)
onder de bi jvoorwaarde

(5.2) X exs .

[0}

In deel 6, wi skundige programering, beschouwen w j eerst het geval:
Bepaal het naxi num(of het nmninun) van de X-functie

n

(5.3) y(SO;X) = Z cjxj
j=1
onder de bijvoorwaarde(5.2 net
n
] a..x.<b, G=1,...,m)
j=1 93— 7
n
jgl al‘jx‘:i > bi (i = m1+1,...,m2)
(5.4) xso = ﬁ -
z aijxj = bi (i = m2+1,...,m)
J:l
Xj;O (j =|,...,n).

\
De verzanel i ng van techni eken di e voor de opl ossing van dit type

probl enen zi j n ontwi kkel d, draagt de naam van | i neaire progranmeri ng.

I n het genoende deel tje worden enkel e van deze techni eken uitvoerig
bespr oken.

Een bel angrij ke groep van besl i ssi ngsprobl emren kan wor den be-
schreven door ¢5.3) en (5.4), als nmen aan(5.4) toevoegt, dat bepaal -
de componenten van X al | een gehel e waar den nmogen door | open.

Al's J de verzanel ing van de desbetreffende i ndi ces aangeeft,

wor den besl i ssi ngsprobl enen van dit type beschreven door:



Bepaal het nmaxi mum(of het minimun) van de X-functie

n

5.5 (5.;X) = c.X
(5.5) y(s, 321 &
onder de bijvoorwaarde(5.2) net
n
321 a, ¥ L0 (i =1, ...,m)
s
él aiij i bl (i = m1+1, .. .,mz)
(5.6) X, =~ 3;
° z ijxj = bi (i = m2+1,...,m)
J=1
xj_>_=0, ijgeheeI alsjej.

Wanneer J bestaat uit alle indices j, spreekt men van een

di screet |ineair programreringsprobl eem Voor het geval niet alle

i ndices tot J behoren, wordt het probl eemaangeduid net de naam

genengd |ineair programmeringsprobl eem

In hetzel fde deeltje wordt tevens aandacht gevraagd voor beslis-
si ngsprobl eren waar voor gel dt dat de criteriunfuncti e een kwadrati sche
vorm bezit. De bijvoorwaarden zijn wederomvan de gedaante(54). De
ver zamel i ng van techni eken di e voor de opl ossing van dit type probl e-

men zijn ontw kkel d, draagt de naam van kwadr ati sche programmering.

Indien men in een tijdsbestek neer dan één besl i ssi ng noet nemen
en al s deze beslissingen el kaar sterk beinvloeden,dan is het duidelijk
dat het gestel de beslissi ngsprobl eemni et gezien nag worden al s een
veel voud van onderling ni et sanmenhangende één- st apsbesl i ssi ngsprobl enen.
U teraard kan nen trachten de te nenen beslissingenop te vatten als
conponent en van één super besl i ssi ng, waardoor het probleemtoch tot een
één- st apsbesl i ssi ngsprobl eemwordt teruggebracht. Al's een dergelijke
pogi ng sl aagt en als het verkregen één-stapsbesli ssi ngsprobl eemeen-
voudi g opl osbaar wordt, is deze werkw jze zeker aan te bevel en. Er
zijn echter tal van beslissingsprobl enen waarvoor deze werkw jze
zal falen. W denken hi erbij aan besli ssingssituaties waarvoor gel dt
dat nen op het eerste beslissingstijdstipniet weet wel ke toestanden

het systeemop | atere beslissingstijdstippenzal aannenen. Aangezien



de beslissingen mede bepaal d worden door de toestand van het systeem
op de desbhetreffende tijdstippen, kunnen zij niet op het eerste

besl i ssingstijdstip worden vastgestel d. Wl kan nen proberen op het
eerste beslissingstijdstip een strategie, d.i. een beslissingsvoor-
schrift, te ontwerpen. Indien nen de keuze van een strategie opvat als
een superbeslissing, dan i s het neer-stapsbeslissingsprobl eemopni euw
herleid tot een één-stapsbeslissingsprobleem. QGok nu gel dt dat deze
benadering zinvol is als het gestel de probl eemop deze wijze kan

wor den opgel ost. Het is voorstel baar dat het beslissingsprobl eemuit
voorbeeld 2.3 op deze wijze tot een opl ossing gebracht kan worden.

I mrers de toegel aten strategi eéén worden bepaal d door 9 grenspunten
(zie figuur 3.6). Een beslissing X met 9 conponenten XJ. zou de keuze
van de strategi e kunnen aangeven. Ut een kritische beschouw ng van
figuur 3.5 volgt echter dat de toegel aten strategi eén voor het beslis-
si ngsprobl eemuit voorbeeld 2.2 zich niet door beslissingen met een
gegeven ei ndi g aantal conponenten | aten beschrijven. Wskundi g gezi en
correspondeert een beslissing nmet een vector en een strategie met een
functie. Qok al is het voor sommige mecr-stapsbeslissingsproblemen

in principe nogelijk deze problenen te herleiden tot één-stapsbeslis-
si ngsprobl emen, in de praktijk behoeft dit niet altijd verstandig te
zijn.

I n deel 7 wordt aandacht gevraagd voor het bepal en van optimal e
strategi eén. Eerst worden mecr-stapsbeslissingsproblemen beschouwd,
waarin sl echts van de beslisser verlangd wordt dat hij een eindig
aant al beslissingen zal nenen. Daarna worden beslissingssituaties
besproken waari n een onbegrensd aantal beslissingen nmoeten worden
genomen. Talrijk zijn de beslissingssitunties waarvoor gel dt dat de
t oepassi ng van een strategi e een ontwi kkeling in de toestand van het
syst eem doet ontstaan, die net behul p van een Markov-proces kan worden
beschreven. Techni eken di e voor dit soort beslissingsproblenenzijn
ontw kkel d worden di kwi j|s samengebracht onder het hoofd Markov-
programmering. ok hieraan zullen wij aandacht besteden. Deze
techni eken blijken goed brui kbaar te zijn voor het oplossen van

voorraad- en vervangi ngsprobl enen. Zoals wij reeds in paragraaf 3



hebben vastgestel d, wordt het meer-stapsbeslissingsprobleem gegeven
door:

Bepaal het maxi mum(of het mininmum van de z-functie
(5.7) y(8,:2)
onder de bijvoorwaarden
(5.8) X = z(8) eDCS voor S € 8.

Aangezi en het meer-stapsheslissingsprobleem veelal iteratief wordt op-
gel ost, geven (5.7) en (5.8) niet aan op wel ke wi jze het meer-stapsbe-
sl i ssi ngsprobl eem zal worden benader d.

In deel 8 vindt men een inleiding tot de speltheorie in het

hoof dst uk m ni maxnet hode. Het aantal toepassingsnogel ij kheden van de

speltheorie is tot dusver nog gering. In hetzel fde deeltje worden

eni ge wi skundi ge aspect en van de netwer kpl anni ng toegel i cht. Voor het

maken van tijdschema's van nog uit te voeren projecten kan men di k-
wijls met succes gebrui k maken van nethoden di e ressorteren onder net-
wer kpl anni ng. | ndi en voor het opl ossen van besl i ssi hgsprobl emen ni et
al | e wi skundi ge operati es kunnen worden ui t gevoerd, kunnen de gerezen
nmoei | i j kheden dikwi jIs, ten koste van eni ge nauwkeuri ghei d, worden
overwonnen nmet behul p van Monte Carl o techni eken. Deze techni eken wor -

den eveneens in deel 8 toegelicht, in het hoofdstuk sinulatie.

6. Eni ge voor beel den

In deze paragraaf zullen wij een aantal besli ssingsprobl emen be-
handel en die met de reeds besproken w skundige en statistische met ho-

den kunnen wor den opgel ost .

Voor beel d 6.1

Laten wij om de gedachten te bepal en aannenen dat wij belast zijn



met het beheer van de chanpi gnonvoorraad van een restaurant. Door de
ei genaar di ge geografische ligging van ons eethuis kan het slechts
éénmaal i n de twee dagen door de chanpi gnonkweker worden bevoorraad.
Nu i s het nmet chanpi gnons zo gesteld, dat de houdbaar hei d ook slechts
t wee dagen bedraagt, zodat dus steeds bij aankonst van de kweker de
voorraad noet worden ververst. De behoefte aan chanpi gnons i s echter
ni et van tevoren bekend, maar vol gt een kansverdel i ng van bekend type
nmet gegeven paranet erwaarden. Het is heel goed nogelijk dat bij een
over st el pende vraag de voorraad niet toereikend blijkt te zijn. In
dat geval zullen in de gerechten blikchanpi gnons worden verwerKkt,
wel ke in "onbeperkte" hoeveel heden aanwezi g zijn. De ei genaar gebruikt
deze paddest oel en echter ongaarne vanwege hun hoge i nkoopprijs. De
opgave waarvoor wij ons eens in de twee dagen gesteld zullen zien
luidt nu als volgt:

Bepaal - bij bekende kansverdeling van de vraag v - de optimale
bestel grootte, indien gegeven zijn de inkoopkosten h(x) van de verse
chanpi gnons al s functie van de bestelgrootte x en tevens de prijs c

van een eenhei d blikchanpi gnons.

Opl ossi ng:
W | behocven slechts rekening te houden met de vol gende twee
verschil |l ende kosten
1) de inkoopkosten van de verse champignons h(x);
2) de inkoopkosten van de blikclianpignoris (e-x)c¢, indien de vraag v
groter is dan Xx.
Het is nu eenvoudig in te zien dat de verwachting van de total e kosten

gegeven wordt door

5]

(6.1) y(so;x) =KX +¢c j (v-f (v dv
X

al s £f(v) de kansdi chthei d van de vraagverdeling voorstelt.

Al's voor x = x* de functie y(son;x) mninmaal is, wordt de bestel-
grootte x* optimal genoend.

I ndi eirc\ y(so;x) een differentieerbare functie van x is, dan gel dt

voor X = X (vgl. stelling 12.5, deel 1)



(6.2) Y'(sO;X*) = h'(x") - cJ , f(v) av = O;
x

dat wil zeggen

- «] _ne
(6.3) J L f(v) av = P[V 3x:| = 22E

- = C

X
Het linkerlid van (6.3) stelt de kans voor dat de voorraad niet toe-
reikend is, terwijl het re’ghterlid gelijk is aan het quotiént van de
marginale kosten bij X = x en de vervangingsprijs.

Indien h(x) = ax, waarbij wij a < c mogen veronderstellen, geldt

6.4 J Lt av = 2D 2
C

Cc
X

Voorbeeld 6.2

In dit tweede beslissingsprobleem kan een boer op iedere |laatste
dag van de maand een deel van zijn tegoed bij een co6peratieve melk-
fabriek opnemen.

Deze agrariér vraagt zich nu af hoeveel geld hij zal opnemen als
gegeven is dat
1) er nog £.150,- in zijn geldkist zit;
2) de uitgaven voor de komende maand een kansverdeling bezitten met

een kansdichtheid

(6.5) f(v) = 2v 0<vz<1,

fIn

waarbij de geldeenheid £.2.500,~ bedraagt;
3) de melkfabriek 5% rente per jaar geeft;
4) de plaatselijke Boerenleenbank altijd geld leent tegen 8%per jaar.

Oplossing:
Stel dat onze boer aan het eind van de maand april zoveel geld

opneemt dat hij in totaal de beschikking heeft over x geldeenheden,
Aangezien de uitgaven per maand nooit meer kunnen bedragen dan één

eenheid, is het zeker niet optimaal x groter dan 1 te kiezen.



Wij beschouwen derhalve slechts waarden van X tussen 0 en 1.

Nu zijn er twee mogelijkheden:
e

1 De benodigde hoeveelheid v is minder dan x.

In figuur 6.1 is het kasverloop geschetst, waarbij werd aangenomen

dat de uitgaven gelijkmatig over de maand mei gespreid zijn.

tijd

>

1 31 mei
fig. 6.1

Het kasverloop in de maand mei

wanneer er minder dan x geldeenheden worden gebruikt

Gemiddeld heeft hij dus in kas
1
(6.6) %r(.\u—x—v) = X-2v

en derhalve i s de rentederving (tijd x rentepercentage x kas)

1.5 o F 1,1,
12 "100 " B

6.7 240 2

De total e uitgaven zijn dus

i-(x—a‘v) als v < X

(6.8) k(x,v) =v ¥ 520 5

N

figuur 6.2).

De benodigde hoeveelheid v is groter dan of gelijk aan x (zie



43

kas%
b'q
T
1 , tijd
1 31 mei
XV b =

fig. 6.2

Met kasverloop in de maand mei

wanneer er meer dan x geldeenheden worden gebruikt

Gedurende een periode van de lengte 11 iser bij onze boer geld in
het kistje, terwijl hij gedurende een periode van de lengte 12 geld

moet lenen bij de Boerenleenbank. Men kun nu eenvoudig nagaan dat

X
(6.9) =3

v-X
(6.10) T, =
Gemiddeld heeft hij in de periode 1 in kas
(6.11) %x
Gemiddeld heeft hij geleend in de periode T,
(6.12) %(V_x)
De rentederving in de periode Tl wordt gegeven door

1 x S5 1 1 x2

(6.13) Tz 100 2% 380 v



De te betal en rente aan de Boerenl eenbank (tijd x rentepercentage x

gemi ddel d gel eend bedrag) in de periode T, wordt gegeven door

2
( 1 V—X)‘_S__ . l(v-x) = L _______(V—X)

(6.14) iz v 100 2 300 v

De total e uitgaven worden dus gegeven door

2

(6.15) k(x,v) = v +

480 300 v

De verwachting van de kosten wordt gegeven door de verwachting

van de functie k(x,v), die gedefinieerd is door (6.8) en(6.15).
vi nden dus voor de verwachting

1 X
1
tk(x,!) =2J v.v dv + Zgi-aj (x-Ev)v dv +
0
1 2 2
1 x 1 (v-x)
(6.16) + 2 I (480 v " 300 v ) v dv

3
301 ‘1 13 2 13x

350 ~ 150 - ' 1200° T 3600 °

Opdat de verwachting van de total e kosten mnimaal is noet vol daan

zijn aan(vgl. stelling 10.2, deel 1)

d zk(x,!)
_ -0 .
(6.17) e
D.w.z.
2
1, 26 39x” _
(6.18) 150 " 1200° " 3600 -~ ’
of
2
(6.19) 13x - 26x + 8 = 0
of
+ 5
(6.20) x=1- V13

Aangezien x £ 1 volgt uit (6.16)

5
=1 - = = 8 .
(6.21) x =1 3 0,3

_1_2<‘,_+_L_(u)_2 als v x



Uit (6.16) vinden wij

2
d tk(x,v)
(6.22) - _ .26 _ 26
2 1200 1200
dx
en dus voor x < 1
a® Exx,v)
(6.23) —_— > 0
2
dx

De verwachting van de totale kosten bezit derhalve voor x =~ 0,38

een minimum en het optimale op te nemen bedrag wordt dus gegeven door

(6.24) 0,38 .f.2.500 - £.150 = £.800

Voorbeeld 6.3

Een fabriek heeft voor een speciale opdracht een grote hoeveel -
heid entabogeen nodig. Entabogeen kan ter plaatse op elk tijdstip
worden ingekocht in iedere gewenste hoeveelheid a f.5000,- per kilo.
Men kan ook jaarlijks op 1 juli entabogeen inkopen in Centraal Afrika
en deze per boot laten verzenden naar de fabriek. Indien men een
hoeveelheid van s kg inkoopt, komen de totale kosten (in guldens)

inclusief vervoer op
(6.25) 3000x + 20x°

Verspreid over grote gebieden wordt entabogeen in kleine hoeveelheden
gevonden. Grote hoeveelheden kunnen slechts ten koste van veel in-

spanning worden verkregen. Vandaar dat de inkoopkosten per eenheid

. 2
(6.26) §999§_§_£9§_ = 3000 + 20x

monotoon toenemen als functie van de omvang X van de bestelling.
Verder is gegeven dat
1) de fabriek het benodigde geld moet lenen a 8% per jaar;
2) met het werk direct na aankomst van de grondstoffen uit Afrika
wordt begonnen;

3) het werk negen maanden zal duren;



4) het verbruik van entabogeen constant zal zijn en dat men in totaal
60 kg nodig heeft;
5) de opdrachtgever zal betalen zodra het project wordt opgeleverd.
Gevraagd wordt nu te bepalen hoeveel kg entabogeen in Afrika en
hoeveel kg ter plaatse moet worden ingekocht, opdat de totale kosten

minimaal zijn.

Oplossing:

In dit probleem zullen wij aannemen dat de toestand van het
systeem beschreven kan worden door de volgende twee toestandsgroot-
heden
1) de nog voorradige hoeveelheid entabogeen uit Afrika;

2) de hoeveelheid entabogeen reeds gekocht op de plaatselijke markt.
De toestandsruimte § is dus een twee-dimensionale Cartesische ruimte.
Als de beslissing x de in Afrika in te kopen hoeveelheid entabogeen
voorstelt en als in Nederland slechts entabogeen wordt ingekocht voor
onmiddellijk gebruik (geen voorraadvorming), dan wordt in figuur 6.3
de ontwikkeling in de toestand van het systeem aangegeven. Aangezien
het verbruik van entabogeen 80 kg per jaar bedraagt, zal de voorraad
uit Afrika na 8_2() jaar zijn uitgeput, zodat vanaf dat tijdstip entabo-
geen in Nederland moet worden ingekocht.

A Vvoorraad
entabogeen

uit Afrika
X

\ tijd in jaren

in Nederland
ingekochte

ent abogeen

fig. 6.3

Ontwikkeling in de toestand van het systeem




De aan deze ontwikkeling van het systeem toe te kennen waardering

(inclusief beslissingskosten) wordt gevormd door

1) inkoopkosten 3000x + 20x° + (Afrika)
+ (60-x).5000 (Holland).
2) rente

a) te betalen aan de bank vanwege de financiering van de in Afrika

ingekochte hoeveelheid entabogeen
tijd x rente x kosten = :Tj . 0,08 . (3000x *+ 20x2) ;

b) te betalen aan de bank vanwege de financiering van de continue

inkoop van entabogeen in Holland

1
:ELK tijd x rente x kosten = 3" (=~ -=2) . 0,08 . (60-x).5000 .

X
4 B0
Wij zullen nu de renteberekening in punt 2 nader toelichten (zie

figuur 6.4).

i n Nederland
ingekochte
ent abogeen

60—-x
Y4
Us
u, 1.
1 tijd in Jjaren

fig. 6.4

Renteberekening bij voorbeeld 6.3

De renten verschuldigd over de perioden met lengten At worden in

eerste benadering gegeven door



rente x tijd X hoeveelheid x prijs = 0,08.At . u . 5000

of, in andere woorden, door 0,08.5000 maal het oppervliak van het bij-
behorende garceerde gebied. Men kan nu eenvoudig inzien dat de rente
X 3

over de gehele tijdsperiode (3=

80 ° 4) gegeven wordt door

0,08 . 5000 . oppervlak van gestippelde gebied

en dus door

1 3 X
5 - (G -3 - (60-x) . 0,08 . 5000 .

De toe te kennen waardering wordt nu gelijk gekozen aan de
totale kosten

9 2 1,3 X
+ = + + +z (= -= - =
(1 1> 0, 08) (3000x 20x7) (1 ) (4 80) 0, 08) (60-x)5000
(6.27)

= 23,7(x - 44,7257)2 + 261590,7987 .

Het criterium voor de optimale beslissing, de x-functie, wordt nu

gegeven door

(6.28) y(So;x) = 23,7(x - 44,7257)2 + 261590,7987 .

Men kan eenvoudig nagaan dat (6.28) minimaal is, wanneer X gelijk
gekozen wordt aan 44,7257.

Veronderstel nu dat men in Afrika alleen partijen kan inkopen
welke groter dan of gelijk aan 50 kg zijn. De verzameling van toege-

laten beslissingen X(SO) bestaat dan uit de volgende beslissingen
(6.29) x =0 en x > 50.

Uit (6.28) volgt, dat vanwege de term 23,7(x - 44,7257)2 de keuze
moet vallen op die toegelaten waarde van X welke het minst "ver" van
44,7257 verwijderd is. Bijgevolg wordt onder de bijvoorwaarde (6.29)

de optimale beslissing gegeven door x = 50.



Voorbeeld 6.4

Wanneer men een stuk land ter beschikking heeft en dit wil be-
bouwen, zal de keuze van de produkten o.,a. afhangen van de opbreng-
sten in hl per oppervlakte-eenheid van de verschillende produkten,
van de prijzen die men per hl ontvangt, van de bewerkelijkheid van .
de produkten en de invloed van vruchtwisseling.

In het volgende worden enige modellen opgesteld voor de situatie,
waarin men wil kiezen uit twee produkten: tarwe en haver. Vruchtwis-
seling en beperkende voorwaarden ten aanzien van de beschikbare
arbeidskrachten worden buiten beschouwing gelaten. Het is echter
mogelijk ook deze in het model te betrekken; verder kunnen voor meer

dan twee gewassen analoge methoden gevolgd worden.

Het eenvoudigste geval

Stel de fractie van het land, die met tarwe zal worden bezaaid
gelijk aan X. Wij nemen aan dat het land 1 ha groot is en dat de

oogstopbrengst per ha voor tarwe a. hl bedraagt en voor haver a_, hl.

1 2
Zijn de prijzen die men per hl ontvangt Py, resp. p,, dan ontvangt

men, wanneer een fractie X voor tarwe gebruikt wordt

(6.30) y = xa,p, + (1-X)a2p

9
Uiteraard wil men y zo groot mogelijk maken, wat in dit geval
zeer eenvoudig is. y is een lineaire functie van x, die men ook kan

schrijven in de vorm
(a1pymayPp)% + agpy »

waaruit direct blijkt dat men X = 1 moet kiezen indien a;p,-ap, > 0

en X = O wanneer a < 0 is. In het geval a;pPy=2,P, = O maakt

1P1732P;
het geen verschil, hoeveel men met het ene produkt bebouwt en hoeveel

met het andere.

Bespreking waarbij rekening wordt gehouden met spreidingen

Het belangrijkste bezwaar dat men tegen bovenstaande oplossing
kan inbrengen, is het verwaarlozen van afwijkingen van de gemiddelde

oogstresultaten. Het staat bij voorbaat vast dat factoren die men



niet in de hand heeft, zoals bijv. de weersomstandigheden, de grootte
van de oogst beinvlioeden. In dergelijke gevallen is het onjuist alleen
te letten op de gemiddelde resultaten, omdat dan ook zeer lage op-
brengsten kunnen voorkomen, wat soms niet te aanvaarden consequenties
heeft.

Om nu afwijkingen van de gemiddelde oogstresultaten in onze
beschouwingen te betrekken, vatten wij de oogstresultaten op als
stochastische grootheden, waarvan wij de verdeling kennen. Het finan-
ciéle resultaat zal dan eveneens een stochastische grootheid zijn,
waarvan de verdelingsfunctie uit die van de opbrengsten volgt. Acht
men nu een financiéle opbrengst beneden een zeker bedrag onaanvaard-
baar, dan kan men eisen dat de kans hierop een bepaalde waarde niet
mag overtreffen. Gezien de aard van het probleem zal het in het
algemeen niet mogelijk zijn er voor te zorgen dat bepaalde kleine
opbrengsten in het geheel niet kunnen voorkomen.

Uit alle mogelijkheden, die door de gestelde voorwaarde niet
worden uitgesloten, kunnen wij nu diegene kiezen, welke de verwachting
van de financiéle opbrengst maximaliseert.

Wij zullen nu nagaan op welke wijze men te werk kan gaan in het
geval, waarin op een deel van het land jaar in jaar uit tarwe wordt

verbouwd en op het overige stuk voortdurencl haver.

Wiskundige formulering van het probleem

De opbrengst in hl aan tarwe, wanneer het gehele land hiermee
bezaaid wordt, geven wij aan niet Vo de opbrengst in lil aan haver,

wanneer alleen haver wordt verbouwcl met v W j nemen van beide

o
grootheden aan dat ze normaal verdeeld zijn met bekende verwachting
en bekende standaardafwijking, welke wij voor tarwe, resp. haver

aangeven met ¥y en 01, resp. u, ena,. Doordat de meeste toevallige
factoren zowel de tarwe als de haveropbrengst zullen beinvlioeden, zijn
Y4 en !2 niet onderling onafhankelijk, maar gecorreleerd; ook de
waarde P van de correlatiecoéfficiént onderstellen wij bekend uit

waarnemingen in voorafgaande jaren. v, en 2 bezitten dus een simul-

1
tane normale verdeling, waarvan alle vijf parameters gegeven zijn



(vgl. (8.9), dcel 2.

Bezaait men nu een fractie x van het land nmet tarwe en de re t
nmet haver, dan i s de opbrengst aan tarwe gelijk aan XV, en i e aan
haver gelijk aan (l-x)gz, Geven wij wederomde verkoopprijs per h

aan et P, resp. v dan is het geldbedrag y dat men ontvangt wanneer

2 i)
een fractie X met tarwe bezaaid wordt, geli k aan

(6.31) y = xpv, + (1—x)pz!2 .

Vol gens stelling 11.4uit deel 2 is een |lineaire conbinatie van
normaal verdeel de stochasti sche groot heden weer nornmaal verdeel d,
zodat wij de verdeling van y volledig kennen, wauneer de verwachting

en de standaardafwijkingvan y bekend zijn. Ut formule(6.31) en

de gegevens ontrent de verdelingen van v, eny, vol gt (vgl. de stel-~
lingen 10.3 en 10. 8, deel 2
(6.32) \&X = Xpyu, + (1-x)p2u2
en
2 2 22 222
- - -x)0_0o .
(6.33) a7 (y) x p101 + (1-x) p202 + 2x(1-x) 1 2pplp2

Wanneer wij geen extra eisen aan de uitkonst y opleggen, is het
probl eemhet zel fde al s het reeds behandel de: kies x z6, dat de
verwachting van de opbrengst zo groot nogelijk is, d.w.z nmaxinaliseer
(6.32) als functie van X.

In de praktijk zal nen dit zeker niet blindelings doen, ondat
het nogelijk is dat een hoge verwachting van y gepaard gaat met een
zo grote standaardafw j ki ng, dat nen ondanks de hoge verwachting een
flinke kans | oopt betrekkelijk kleine waarden van y te vinden. Zijn
de consequenti es van ontvangsten kl ei ner dan een bepaal d bedrag w
onaanvaar dbaar, dan zal men eisen, dat de kans hierop niet groter mag
zijn dan een klein getal 8. Wj krijgen dus een nevenvoorwaarde, wel ke

er als volgt uitziet

(6. 34) Pz;w]f_ﬁ.



Deze voorwaarde kan tot gevol g hebben, dat wij beperkt worden in
de keuze van x. W] noeten daaromeerst nagaan uit wel ke x' en er
gekozen kan worden; de verwachting van de ontvangsten kan dan over de
ni et uitgesloten x'en worden gemaxi nal i seerd.

Voor de eerste van deze twee stappen voeren wi j een ni euwe
vari abel e u in, de gestandaardi seerde van y

y- &y
o(y) !

(6.35) u =

di e dus nornmmal verdeeld is met verwachting O en standaardafwijking 1

(vgl. stelling 7.1, deel 2. Voorwaarde(6.34) gaat dan, uitgedrukt in
u , over in

w - Zz
(6.36) P[E; ‘-—6—(2)—:' 8,

of als wij stellen

(6.37) _ w' =
in

(6.38) Plu s w]

Daar u N(0,1) verdeeld is en B van tevoren wordt gekozen, kunnen
wij in een fractiel entabel van de normal e verdeling *) afl ezen wel ke
waar den van W bij gegeven 8 aan (6.38) voldoen. Wj geven
de waarde, die u net een kans B overschrijdt aan net EB(zie figuur
6.5). Naarnate B kleiner is, is EB groter zodat de waarden van w',

di e vol doen aan(6.38) gegeven worden door de ongelijkheid

(6.39) WS- gy

*) I'ntabel B Uit deel 2 verd g opgegeven al s functie van u. Qwekeerd
kan nen ook u opgeven als functie van B; nen spreekt dan van een
fractiel entabel en gebruikt in plaats van het synbool u vaak het
synbool EB‘



fig. 6.5

De overschrijdi ngskans bij een nornal e verdel i ng

W-EX

W en vullen wij voor €y en
o(y) de gevonden waarden (6.32) en (6.33) in, dan zien wij, dat =
moet vol doen aan

Vervangen wi j hierin w door

w - {xp_u + (1-x)p.U.}
(6.40) 171 22 1
222 222
X P oy + (I-x) p,0, * 2(1-—x)xp1p2pa102

i_

EB L]

On de voorwaar de beter te kunnen doorzi en schrijven wij deze in de
*
vorm )

2, 22

2 2 2
- - o -
{=tp 1P " + Es(pl 1+P50572P P,P0 0 ) I 4
2 2 2 2 2
6.41 + 2 - -
( ) wipyuypyuy) = PPy u, + Py¥y + gl p202+plp200102)}x +
2 222
(w pzuz) + £6p202 < 0,
of
(6.42) ax + bx + c £0,
*)

H erbij is uitgegaan van de re&le veronderstelling dat B < % en dus
g >01is.
B
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waari n
2 2,22 22
= - - - .0 ,
(6.43) a = = (pu =Poh,)" + £g (P10 +P,0,-2P P,P0,0y)
2 2 2 2 2
- - - g
(6.44) b = 2{w(p1u1 pz“z) P Py, Hy + Poly + EB( P,0,+P,P,P 0 2)} ,
2 222
(6.45) c=- (w—pzuz) + Ee.pz"z
is.
De grootheid x, die wij in ons probleem kunnen kiezen, moet dus

voldoen aan een ongelijkheid van de tweede graad en aan

(6.46) 0<xz<1
Men kan het wiskundige probleem, £y maximaliseren onder de voor-
waarden (6.42) en (6.46), algemeen oplossen. Wij zullen dit hier niet

doen en ons beperken tot de bespreking van een aantal speciale gevallen.

Oplossing van het probleem in een aantal speciale gevallen

Het I : _ 202 _ 202
a) et geval waarin pju, = p,u, en p,0, = py,0,

De opbrengst in geld wanneer men het gehele land van 1 ha met
tarwe bezaaid heeft, bedraagt plvl en wanneer men dit doet met haver
PyVy- Zonder moeite is in te zien, dat PV, een N(plul ,plol)—verdellng
2u2,p202)—verde11ng. Als dus plul = p2“2
P,0, = Py0, is, bezitten PV en pyv, dezelfde kansverdeling. Men is

bezit en p,v, een N{(p en

wellicht geneigd te denken dat het er niet meer toe doet of men tarwe
of haver dan wel gedeeltelijk het één en gedeeltelijk het andere zaait.
Toch isdit niet het geval. Men kan dit inzien door de verdeling van
y te onderzoeken voor verschillende waarden van x.

Voor iedere waarde van x bedraagt, volgens (6.32), de verwachting

van y: EZ = PyH; = Pyu,- De variantie gaat echter over in (zie (6.33))
2 2 2
(6.47) o”(y) = pjoj{1 - 2x(1-x) (1-p)}

en blijft dus een functie van x.



Men kan de overgebleven vrijheid Nnu gebruiken om de variantie
van y zo groot of zo klein mogelijk te maken. In het eerste geval
speculeert men op een zeer hoge opbrengst, in het tweede geval maakt
men de kans op een slecht resultaat zo klein mogelijk. W | stelden
ons op het voorzichtige standpunt en dat betekent dus dat wij a‘(y)
moeten minimaliseren. B

Door differentiatie van (6.47) naar X vindt men dat a2(¥) mini-
maal is voor X = % . De optimale oplossing is hier dus onatfhankelijk

van B en w; wij noemen deze oplossing daarom uniform optimaal. Een

duidelijke illustratie wordt gegeven door figuur 6.6, waarin voor

verschillende waarden van x de cumulatieve verdelingsfunctie F(y) van
y is getekend. Zo leest men direct uit deze figuur af dat de kleinste
waarde van 8 voor een bepaalde waarde w_ (< plul) van w bereikt wordt

1
bij die keuze van x waarvoor g(y) minimaal is.

F(y)$

Y

fig. 6.6

De cumulatieve verdelingsfunctie van y

voor verschillende waarden van S

De bovenstaande oplossing geldt ook voor iedere waarde van p. Wel
blijft de kleinste variantie die bereikt kan worden een functie van p.

Immers bij de keuze x = % , gaat (6.47) over in
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(6.48) o2, = FP0. (1)

Het minimum ligt dus lager naarmate de waarde van p kleiner is. Men
kan dit ook als volgt zeggen: door twee verschillende produkten te
verbouwen, waarvan de opbrengsten niet op dezelfde wijze door de
toevallige omstandigheden beinvioed worden, kunnen wij eventuele
risico's verdelen; dit gaat des te beter, naarmate de opbrengsten
minder samenhangen (p kleiner is).

Vergelijken wij de hier gevonden resultaten met die, gevonden in

het eenvoudigste geval, dan zien wij dat daar bij Py = Pyly van de
vrijheid in de keuze van X geen nuttig gebruik kon worden gemaakt,
. 1
terwijl er hier een uniform optimale oplossing is gevonden voor x = 5 -
22 2 2

b) Het geval waarin p u, = pyH, , doch p,o, f p,0,

De verdelingen van plvl en p2v2 bezitten nu wel dezelfde ver-
wachting, maar niet meer dezelfde variantie. Het bepalen van de opti-
male oplossing gaat echter op dezelfde wijze als in a).

Neemt men aan dat

(6.49) P60y = kpzoz )

dan is de variantie van Yy

(6.50) oz(x) = pioz{kzxz + (1-—x)2 + 2x(1-x)kp}

Deze is minimaal voor

1-kp

(6.51) x ==
k“+1-2kp

Wanneer deze X tussen O en 1 ligt, geeft (6.51) de optimale waarde van

X; in het andere geval moet men hetzij X = O, hetzij X = 1 kiezen.
Substitueert men in (6.51) k = 1, dan vindt men weer voor de

optimale waarde van X: X = 1 .

2
Ook oplossing (6.51) is uniform optimaal, d.w.z. geldig voor



iedere comb. 11z van - en B. Het is echter mogelijk dat men zijn
eisen zodanig heeft gesteld dat er ook door de gunstigste x niet aan
wordt voldaan; men zal dan hetzij de eisen moeten verlichten, hetzij
van het produktieproces moeten afzien. In gevallen waarin het minimum
van (6.50) voor OS5 X £ A niet op de rand van dit interval wordt
bereikt, kan men in de situatie verkeren dat zowel alleen tarwe als
alleen haver verbouwen te grote risico's oplevert, doch dat het risico
bij gedeeltelijk haver en gedeeltelijk tarwe verbouwen wel aanvaard-

baar is.

c) Geen onderstellingen omtrent verwachtingen en varianties

Wij hebben reeds aangegeven op welke wijze de optimale x kan
worden berekend. Deze is nu niet meer zoals in de voorbeelden a) en b)
uniform optimaal, doch een functie van 8 en w. De berekening is niet
moeilijk, maar door het grote aantal mogelijkheden wat de constanten
a, benc uit (6.42) betreft, wel vrij langdradig en zal daarom niet
worden gegeven.

Bovendien is het niet zeker, dat het berekenen van een optimale
x inderdaad weergeeft wat men eigenlijk wil doen. Immers de
waarden van w en vooral die van B liggen minder nauwkeurig vast dan
tot nu toe werd gesuggereerd. De eisen voor w volgen nog hoofdzakelijk
uit redelijk bekende gegevens, maar B drukt uit welke kans op een zeer
slechte oogst men wil aanvaarden. Zou men door de verwachting van y
iets onder het te bereiken maximum te kiezen de kans op een resultaat
kleiner dan w aanzienlijk verlagen, dan zal men dit zeker in over-
weging nemen. Hetzelfde geldt wanneer het bereikbare maximum sterk
stijgt bij een geringe verhoging van g. Men wil dus eigenlijk voor
gegeven w in een grafiek zien hoe de samenhang is tussen 8 en het
maximum van tz over de toegelaten x.

Het maximum van &y en B8 hangen samen via de toegelaten waarden
van x. De verwachting van y is een lineaire functie van Xx. Ook het
verband tussen de toegelaten x'en en B is zonder moeite op te sporen.

Als bij een bepaalde g een verzameling van x'en toegelaten is, dan



zullen deze x'en zeker toegelaten zijn wanneer men zijn eisen lager
stelt, d.w.z. een grotere kans 8 op een opbrengst kleiner dan w
accepteert. De verzameling van toegelaten x'en zal dus groter worden
of gelijk blijven wanneer 8 toeneemt. Hieruit volgt dat ook het maxi-
mm van EZ zeker niet kleiner wordt bij stijgende g, maw. dit
maximum i s een monotoon niet dalende functie van B.

Het interessantste geval is dat, waarin bij toenemende Ey_ ook
02(_31) toeneemt, waarin dus een hogere verwachte opbrengst samengaat
met een groter risico. In figuur 6.7 zijn enige bereikbare cumulatieve
verdelingsfuncties van y getekend. De snijpunten van de getekende
krommen met de rechte y = w geven aan hoe groot 8 is; aangezien y
een symmetrische verdeling bezit, kan men de waarden van gl aflezen
uit de snijpunten van de krommen met F(y) = :—L. Figuur 6.7 illustreert

2
daardoor duidelijk op welke wijze 8 verloopt bij toenemende waarde van

&y .

F(y) a
1 —
1 .
2 ..,-._--.---.i-_-- --- e e e
3 . >\
VW
fig. 6.7
De cumulatieve verdelingsiunctie van y
voor verschillende waarden van x
Aan de hand van een voorbeeld illustreren wij tenslotte op welke

wijze men het verloop van max ZX kan vinden als functie van B. Hierbij
X

moeten wij gebruik maken van de algemeen geldende formules (6.32) en

(6.41) t/m (6.45).

Het is niet nodig alle in de formules (6.42) t/m (6.45) voor-
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komende constanten afzonderlijk te kennen. Het is voldoende wanneer

de volgende verhoudingen en gegevens bekend zijn:

Py, = 0,85.p u,
P10y = 005 byuy
(6.52) Py0q = 0,25.p1u1 ,
w o= 0,35.p1111 ’
p = 0,5
Wij hebben dus Polys PyO;s Py0, €N W uitgedrukt in Pq Py de verwachte

opbrengst in geld, wanneer alleen tarwe wordt verbouwd. De verwachte
opbrengst (steeds in geld) van haver is dus minder dan de verwachte
opbrengst van tarwe, doch de standaardafwijking van de laatste is
aanzienlijk groter. De opbrengst die wij, bchoudens een kans B, zeker
willen behalen is 35% van de verwachte opbrengst, wanneer wij alleen
tarwe verbouwen.

Substitueren wij (6.52) in de formules (6.43), (6.44) en (6.45),

dan vinden wij

2 2
(6.53) a = (0,1875¢, - 0,0225)p2u2

2 2
(6.54) b= - 0,15.p7u] ,

2 2 2
(6.55) ¢ = (0,0625 £, -~ 0,25)p)u;

Reeds eerder merkten wij op dat de eisen betreffende w en B niet
willekeurig hoog kunnen worden gesteld. Wij gaan daarom eerst na welke
waarden van B bij de gegeven w bereikt kunnen worden. Hiertoe schrij-

ven wij voorwaarde (6.42) in de vorm

b 2
(6.56) a(x + Ea—) tec-go 200

2
. : - b
Voor a > O is dit een parabool met een minimum, groot c - Za

a,dat



*
. b . .
bereikt wordt voor x = - 53 " Voor kleine waarden van B ISZ(6.53) >0 )
: b .
en dus kan er aan (6.56) niet worden voldaan wanneer ¢ - -— > O is.

4a
Hieruit volgt dat er slechts toegelaten waarden van X zijn wanneer

geldt g: < 4,12. Uit een tabel van de normale verdeling kan worden
gevonden dat dan B 2 0,0212 moet zijn. De kleinste waarde BO van R,
waarbij nog een oplossing mogelijk is, bedraagt dus BO = 0,0212, een
waarde die wordt bereikt voor

_ b _ 0,15 N
2a ~ 2(0,1875.4,12 - 0,0225)

0,1

2
x'en ter beschikking krijgen en dan moet men dus nagaan voor welke x

Wanneer men g > BO kiest, zal men een interval Xl g x 2 x, van

de functie Z_}: maximaal is. Uit

(6.57) Ey - xpyuy + (1=x)pyu, = (0,85 + 0,15x)p,uy

leest men af dat dit het geval is voor de grootste toegelaten waarde
van X. Groter dan 1 kan deze waarde nooit worden, omdat ook aan

O L x £ 1 voldaan moet zijn. Het heeft daarom geen zin waarden van 8
te beschouwen waarvoor de bovengrens X, van het interval X4 = x 3 X,
groter is dan 1. De waarde B1 van 8, welke behoort bij Xy = 1 vinden
wij door in (6.42) x = 1 in te vullen; het linkerlid moet dan O
worden. Men vindt op deze wijze Bl = 0,0968. Het interval van B's
waarvoor het gedrag van ma E_)L moet worden nagegaan, is dus

0,0212 £ B < 0,0968.

Voor de waarden 0, 0212; 6,04; 0,06; 0,08 en 0,0968 van B is de
grootste wortel van ax2 + bx + ¢ = O berekend, evenals de bijbehorende
waarde van El’.' Figuur 6.8 geeft het verband tussen m)?x Ez en B,
waarbij wij langs de verticale as als eenheid gebruiken PyMy - Wij zien
dat max EX bij toenemende 8 stijgt van 0,865.p u tot p,H, en dat
allee>r<1 haver verbouwen nooit optimaal is, in teéelnstelling tot alleen

tarwe verbouwen, wat de optimale oplossing is bij B = 0, 0968.

h Men kan achteraf laten zien dat a voor alle in aanmerking komende
waarden van B inderdaad > O is.



A max Ez
X
x=1,00

fig. 6.8

Verwachting van de opbrengst als functie van g bij optimale x

Andere voorbeelden kunnen op geheel analoge wijze worden uitge-

werkt.

Voorbeeld 6.5

Dit voorbeeld is een iets vereenvoudigde versie van voorbeeld 2.4
(zie ook blz. 9 en 10).

Een inkoper van een speciaalzaak in dameshoedjes gaat ieder
najaar naar Parijs an één type hoedje te bestellen. Deze hoedjes
worden dan het volgende voorjaar tussen 1 februari en 1 juli in de
normale verkoop gebracht. Tijdens de uitverkoop (1 - 15 juli) worden
de hoedjes tegen een sterk gereduceerde prijs aangeboden. De ervaring
leert dat alle restanten in de uitverkoop kunnen worden opgeruimd.

In elk najaar moet de inkoper dus beslissen hoeveel hoedjes hij
zal bestellen. Zijn keuze zal afhangen van de volgende gegevens
1) de inkoopkosten bedragen ¢ (x) voor een partij van de omvang X;

2) de verkoopprijs in de normale verkoop bedraagt a_,

3) de verkoopprijs in de uitverkoop bedraagt a, per hoedje;

/A
4) de voorraadkosten bedragen b voor ieder hoedje dat een geheel



seizoen in voorraad is (wij denken hierbij in de eerste plaats
niet aan rentederving, maar aan huur voorraadruimte, etc.);
5) de schade aan goodwill, welke het modehuis door "neen-verkoop"
lijdt, bedraagt c;
6) de kansverdeling van de vraag v wordt gegeven door de kansdichtheid
f(v).
De kansverdeling onder 6) is uiteraard een benadering van de werke-
lijke vraagverdeling, die discreet is.
Laten wij ons beperken tot één toestandsgrootheid en wel die,
welke aangeeft hoeveel hoedjes van het bewuste type nog in voorraad
zijn.

Uitgaande van de model-veronderstelling dat de vraag gelijkmatig

over de periode | februari - 1 juli is verspreid, zullen wij de vol-

gende twee alternatieve mogelijkheden aan een beschouwing onderwerpen.

a) In de behoefte kan door de voorraad worden voorzien (Vv £ X).

Als de vraag naar hoedjes in de periode A februari - 1 juli
v bedraagt, dan wordt de ontwikkeling in de toestand van het systeem

aangegeven in figuur 6.9.

L voorraad
-
X
X=V <
tijd
1 februari 1 juli 15 juli

fig. 6.9

Ontwikkeling in de toestand van het systeem




Indien wij de voorraadkosten voor de uitverkoop-periode verwaar-
lozen en indien wij de voorraadkosten steeds berekenen over de restant-

voorraad, dan zijn deze kosten evenredig met het oppervliak van het

gearceerde gebied (zie figuur 6.9): dit is XV )2(_\' als de lengte
van de periode 1 februari - 1 juli gelijk aan 1 wordt gekozen. Bijge-
volg worden de voorraadkosten gegeven door
X+ (x -v) v
6. —_— = ==
(6.58) > b (x 2)b .
De inkoopkosten bedragen ¢(x), terwijl de inkomsten gegeven worden door
+ -
(6.59) a,v a2(x V)

Wij kunnen derhalve aan deze realisering van de ontwikkeling in de

toestand van het systeem de volgende waardering (winst) toekennen

(6.60) av o+ a2(x—v) - o(x) - (x-%)b

b) In de behoefte kan niet door de voorraad worden voorzien (v > X).

Als tic vraag naar hoedjes in de periode 1 februari - 1 juli

wederom Vv bedraagt, dan wordt de ontwikkeling in de toestand van het

systeem aangegeven in figuur 6.10.

voorraad

1 fefpruari

(v=x = neen-verkoop)

fig. 6.10

Ontwikkeling in de toestand van het systeem




De voorraadkosten zijn ook nu evegredi g nmet het oppervl ak van het
gear ceerde gebi ed; dit izs —; X. —\’: = % XT . Bijgevol g worden de voorraad-
E\/ b. De i nkoopkosten bedragen ¢(x), terwjl

N~

kost en gegeven door
het verlies aan goodw || gegeven wordt door c(v- X, Voor de inkonsten
vi nden wi j ax, . Wj kunnen derhal ve aan deze realisering van de ont -
wi kkel ing in de toestand van het systeem de vol gende waar deri ng
(wnst) toekennen

X

1
(6.61) ax - ¢(x) - 3 v b - c(v-x)

Sanenvattende: als de vraag naar hoedjes in de periode 1 februari -
1 juli v bedraagt, dan wordt de toe te kennen waardering aan een
realisering van de ontw kkeling in de toestand van het systeem
gegeven door

a,v + agx-v) - 4 (x) -(x——)é als v g

A
X

(6.62)

2
ax—¢(x)—lx—b—c(v-x) als v
1 2 v =

v
X

Aangezi en de vraag v stochastisch is, is ook de ontw kkeling in de
toestand van het systeemniet van te voren bekend. Het |igt voor de
hand om aan deze stochasti sche ontw kkel i ng de verwachting van de
wi nst al s waardering toe te kennen. Wj vinden derhal ve voor de
waar deri ng

x
v
J {ajv+ az(x—v) - o(x) - (x--z-)b} f(v) dv +

(6.63) o .
+ Ix {alx - ¢0(x) - %%—b - cv-x)} f(v) dv .

Het criteriumvoor de optinal e beslissing wordt nu gegeven door

X
v
y(SO;x) = Jo {alv + az(x— v) - ¢(x) - (x- E)b} f(v) dv +
(6.64) 2

%—b - c(v=-x)} f(v) dv .

N

+ {a_x - ¢$(x) -
|



Het wi skundi ge optimunprobl eemluidt nu als volgt:
"Bepaal het naxi mumvan (6.64) "

Met behul p van de differentiaal rekeni ng kan nen aant onen dat voor de

gezocht e waarde van X noet gel den

dy(Sof X)

(6.65) — -0

of

(6.66) a2 - b + Jx (al-+c— %5-a +b) f(v) dv - ¢'(x) =0 .

2

Van het bovenstaand resultaat zullen wij thans een toepassing
bespreken. W zullen uitgaan van de vol gende gegevens
1) de inkoopprijs van een hoedje bedraagt dertig gul den, ma. w
#x = 30x;
2) de verkoopprijs in de normal e verkoop bedraagt vijftig gul den,

m.a.w. a1 = 50;
3 de verkoopprijs in de uitverkoop is twintig gulden, m.a.w
a2 = 20;

4) de voorraadkosten bedragen vijf gulden per sei zoen per hoedj e,
m.a.w. b = 5;

5) de kansverdeling van de vraag wordt gegeven door de ganma-verdeling

(6.67) fv) = (0,02)%ve”" 0%

(de verwachte vraag is dus 100 hoedjes);

6) het verlies c aan goodwi || voor ieder hoedje te weinig in voorraad,
wor dt acht ereenvol gens get axeerd op O, 5 10, 15, 20, 25 en 30
gul den.

De relatie(6.66) wordt voor deze toepassing gegeven door

-0,02v 2_-0,02v

o0
dv - 5x J (0,02)

(6.68) (35+c) J (0,02)2ve
X

X

Na eni g rekenwerk gaat (6.68) over in

dv = 15 .
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-0,02x -0,02x

(6.69) (0,6 + 0,02c)xe + (35+ c)e =15 .

Indien wij deze vergelijking oplossen naar x, dan vinden wij het

reeds op blz. 34 vermelde resultaat, (zie tabel 4.1).

Voorbeeld 6.6

In dit voorbeeld zullen wij aannemen, dat wij belast zijn met de
inkoop van grondstoffen voor een grossier. Voor de eenvoud zullen wij
ons beperken tot één soort grondstof, die in elke gewenste hoeveelheid
op vastgestelde tijdstippen bijv. op de eerste dag van de maand kan
worden ingekocht.

De behoefte aan deze grondstof wordt eerst constant verondersteld,
maar later zullen wij aannemen dat de vraag een kansverdeling volgt

Wanneer er op een gegeven ogenblik geen voldoende voorraad aan-
wezig is, treedt er in de verkoop een stagnatie op welke zeer nadelig
is. Met de aflevering van de door de klanten bestelde goederen moet
dan worden gewacht totdat er weer nieuwe grondstoffen ontvangen zijn,
Aangezien aangenomen wordt dat de ingekochte goederen direct worden
afgeleverd, kan men er steeds voor zorgen, dat bij de aanvang van de
nieuwe periode geen tekort aan grondstoffen bestaat.

Het behoort nu tot onze taak on de omvang van de te bestellen

hoeveelheden te bepalen.

Oplossing:

Indien de inkoopkosten voor een partij van de grootte x worden
gegeven door h(x) = ax, dan maakt het op grond van de inkoopkosten
niets uit of men uit voorraad verkoopt of nalevert.

Er zijn echter twee soorten kosten welke wel de keuze van de
bestelgrootte X beinvlioeden. In de eerste plaats de voorraadkosten,
welke ¢, bedragen voor iedere eenheid één tijdseenheid in voorraad.
Deze kosten worden o.a. gevormd door de rentederving van het in de
goederen geinvesteerde kapitaal. Vervolgens worden er boeten geheven
van de grootte c2 voor elke eenheid één tijdseenheid te laat afge-

leverd.



Enerzijds zullen wij bij de bepaling van de ordergrootte trachten
een eventuele achterstand te voorkomen, terwijl wij er aan de andere
kant voor willen waken dat onze voorraden niet te groot worden. In
onze voorraadpolitiek moeten wij aan deze tegengestelde verlangens
op een zodanige wijze tegemoet komen, dat de totale kosten aan de
voorraadvorming verbonden minimaal zijn.

Doordat het steeds slechts mogelijk is op van te voren vastge-
stelde tijdstippen On (n=1,2, ..) goederen te kopen, ontstaan er tijds-
intervallen tussen deze tijdstippen. Voor de eenvoud kiezen wij de
tijdsduur van deze intervallen gelijk aan de tijdseenheid.

Met r, geven wij de restantvoorraad aan op het besteltijdstip,
terwijl r:L de restantvoorraad aangeeft aan het eind van het interval.
Indien wij de ordergrootte aangeven met x, dan zal de voorraad q na

ontvangst van de order

(6.70) ; qQ=1r_+ X

bedragen.
De grootheid v is bestemd voor de vraag gedurende het tijds-

interval. Voor de restantvoorraad rl geldt dan

(6.71) 1‘1 =q - v

Bij een niet toereikende voorraad zullen de grootheden roenry
negatieve waarden aannemen.

Ons probleem luidt nu: "Hoeveel grondstoffen moeten wij op het
besteltijdstip inslaan, opdat de kosten voor de komende periode zo

klein mogelijk zijn".

Om deze kosten te berekenen zullen wij twee gevallen onder-

scheiden

1) In de behoefte kan door de voorraad worden voorzien, m.aw. Vv 2q
en dus rhz 0.

De gemiddelde voorraad wordt dan gegeven door

1 1
(6.72) Fry +a) =aq-3v



en de daaruit voortkonende voorraadkost en bedragen

(6.73) k(@) = (a- e

2 1"

De functie qu) i s onder de voorwaarde v < g mnimal voor 4 = V.

De m ni mal e waarde van qu) bedr aagt dan lvc

21

a i
1

N q r
ll ) T

] )

' ]

r i
1 v
b T2 1
fig. 6.11 fig. 6.12 1

Vol doende voorraad Te kl ei ne voorraad

2 In de behoefte kan niet geheel door de voorraad worden voorzien
maw Vv >qenr; <O
Er is gedurende een periode T, een positieve voorraad en vervol gens
een tekort. Als wij wederomaannenen dat de vraag tijdens deze
peri oden constant is, dan is de geni ddel de voorraad gedurende de
peri ode T, gelijk aan %q en het gemni ddel de tekort tijdens de
peri ode T, gelijk aan %lrl| en de total e daaruit voortkomende
kost en wor den gegeven door

(6.74) k_(q) = lqr c, + l(v-q)r c
: 2 2711 2. 22
Men kan gemakkel i j k nagaan dat voor T, €n 1, resp. gel den de
bet r ekki ngen

=4
(6.75) Tl =3
(6.76) 1, =224




Verwerken wi j deze resultaten in de betrekking (6.74), dan vi nden

Wi j tenslotte voor de totale kostenalsv >q is

2 2
1]a7e + (q-v) <,
(6.77) kz(q) =3 3

De total e kost en worden dus gegeven door

1
(a-3zv)cy als q»> v
(6.78) k() = a®c. + (g-v)Zc
1 L 2 al s 2V
2 \ a4 =

De functie k(q) is een continue en differenti eerbare functie van q, net
al s > Vv
Cl q =
(6.79) k'(@) =< ae; *+ (aviec,

v
Vv

als q

<
-

De functie k'(q) is overal continu en differentieerbaar behal ve in

q =vVv. N geldt

0 alsq»>v

(6.80) k'"(q) = c, +c
—_ >0 als q < v ,

De functie k(q) is dus mninaal als voor q gel dt
(6.81) k'(q) =0 of q =

Dit betekent dat een voorraad v klei ner dan de behoefte, opti maal kan
zijn. Zoals wij weten is g de voorraad wel ke overblijft na opheffing
van de eventuel e achterstand. De te bestel |l en hoeveel hei d grondst of f en

wor dt dus gegeven door

(6.82) X =q-r
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Indien de vraag in iedere periode gelijk is dan zal, als ook in voor-
[+

v
gaande perioden met een optimale voorraad q = z _é gestart wordt,
de restantvoorraad ro gegeven worden door 12
(6.83) oo
: To = c +e, *

(6.84) X = + =V .

Dit resultaat konden wij uiteraard verwachten.

Veelal echter is de vraag v geen gegeven getal, maar een stochas-
tische grootheid waaraan een kansverdeling is toegevoegd. Ons probleem
luidt nu: "Hoeveel grondstoffen moeten wij op het besteltijdstip
inslaan, opdat de verwachting van de totale kosten voor de komende
periode. zo klein mogelijk is". Immers ook deze verwachting zal afhan-
kelijk zijn van de nog te kiezen beginvoorraad q.

Voor het geval dat de verdelingsfunctie F(v) een kansdichtheid
f(v) bezit, kan de verwachting van de kosten als volgt worden uitge-
drukt

q
(6.85) k(q) = I +%(q-v)2c2} ———f$,V) dv .

-]
(q-l"v)c f(v) dv + {lqzc
0 2 1 q 2

1
Deze betrekking werd opgesteld met behulp van de uitdrukkingen (6.73)

*)
en (6.77) .
dat de vraag voor het gehele tijdsinterval weliswaar stochastisch is,

Bij het opstellen van deze relatie wordt dus aangenomen

maar het verloop tijdens het tijdsinterval constant is.
Wij zullen nu onze beginvoorraad zé kiezen, dat de verwachting
van de t e maken onkosten, ;(q), minimaal wordt; m.a.w. voor de

gezochte optimale waarde q van g moet gelden

% .
) E. NADDOR, SI™E models Of inventory and an application, Management

Science, 2 (1956), nr 4, p. 299 e.v.
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d k(q)

=0 .
dq *

Q=q

(6.86)

Na een weinig rekenen blijkt (6.86) gelijkwaardig te zijn met

© C
(6.87) F@@®) + ¢ I I 4, - 2
v c +C
* 1 2
q
Aangezi en men kan bewi j zen dat
(6.88) m@ €' F@) +q [ 1Y) gy

q

een nonot oon stijgende functie is van q, wel _%e voor g = O de waarde
nul heeft en voor q = = een waarde > 1, is q ondubbel zi nni g bepaal d.
, De functie k(q) heeft dus maar één extremumen aangezien K-) = = ,
moet dit een mininumzijn. De optinal e ordergrootte wordt dan gegeven

door

(689) X =q -7 ,

waar bi j r, op het besteltijdstip bekend is.

In dit voorbeel d hebben wij veronderstel d, dat de vraag een
continue verdeling bezit. Wj zullen echter in het vol gende voorbeeld
aant onen dat voor discrete verdelingen op anal oge wijze een criterium

kan wor den opgest el d.

Voorbeel d 6.7

Het nu te bespreken probl eemis een generalisatie van het vorige
probleem |n dat voorbeeld hadden wij verondersteld dat wij bel ast
waren met het beheer van een voorraad grondstoffen, wel ke op van te-
voren gegeven tijdstippen kon worden aangevul d.

Zoal s wi j reeds vaststel den ontstaan tussen de afleverings-
tijdstippen en interval | en, waarvan de lengten gelijk zijn aan de
tijdseenheid. Wj zullen nu aannenen, dat de levertijd k tijdseenheden
bedraagt; ma.w de hoeveel hei d goederen X wel ke op en di ent aan

te konen, noet nen op Sn-k bestel | en.



Oplossing:

De voorraad op en, na ontvangst van de goederen en eventuele
opheffing van de achterstand, zal worden aangegeven met a, Deze
grootheid zal negatieve waarden aannemen, indien de achterstand groter
is dan de omvang van de te ontvangen order. De restantvoorraad op Gn,
voor de aankomst van de bestelling Xn' wordt vastgelegd door rn—l'
terwijl de voorraad aan het eind van de periode wordt aangeduid met M
De behoefte aan grondstoffen in de periode (en,6n+1) wordt aangegeven
door Vi

Wij verkrijgen nu de volgende betrekkingen

(6.90) a =T gt X .

(6.91) ro=q -V,

(6.92) a = A g X -V
(6.93) fa =9, 1 * X, - Vo -V,

Doordat men enige tijd van tevoren moet bestellen, kan men slechts
op langere termijn invioed uitoefenen op de omvang van de voorraad.
Op het tijdstip en_k weet men niet hoe groot de behoefte zal zijn in
de periode (On_k,en). Het i s dan ook niet uitgesloten dat op het
tijdstip Sn blijkt, dat een op en—k gedane bestelling te klein was an
het tekort op te heffen, waardoor a, negatieve waarden kan aannemen.
Uit (6.90), (6.91), (6.92) en (6.93) volgt onmiddellijk dat

n-1 nil
(6.94) qQ =q ., + Z X, + X - v, ,
n n-k i=n-k+1 . n i=n-k
en
n-1 nil
(6.95) r =q + z X, +x - vV, -V
n n-k j=n-k+1 T n j=n-k n

Wij schrijven nu:



r _

W det “21

n-k - Xy
n-k i=n-k+1
(6.96) J nol
t= ) vy
i=n-k
vV =V
L n

De groot heid U, | geeft dus op het tijdstip an-k de som aan van de
voorraad en de hoeveel heid reeds in bestelling. De betrekki ngen(6.94)

en (6.95) gaan dan over in

(6.97) Qo =u X Tt =W t
en
(6.98) rn:un_k+xn—v-t=wn-v-t,
waarbij
def
(6.99) WS U X

De variabelent en v stellen resp. de behoeften aan grondstoffen voor

in de k tussenliggende perioden en in de nd

€ peri ode. Vervol gens
veronderstellen wij dat deze variabel en resp. de verdelingsfuncties
G(t) en F(v) bezitten. Het probleemluidt nu weer: "Kies X, zodani g

dat de verwachting van de te maken onkosten m ni maal wordt".

Er kunnen zich in de nde peri ode drie geval |l en voordoen, nl.
1) De behoefte kan uit de voorraad worden gedekt, ma.w.

q =w -t2>0 en V =v<w -1t
n n = n = n
2) Er is weliswaar aan het begin van de nde peri ode een voorraad,

maar aan het eind een tekort; ma.w
0 en V>q =w -t

3) De afgel everde bestelling op het tijdstip en was ni et vol doende om
het op dat noment al bestaande tekort op te heffen, zodat er
gedur ende de gehel e periode een tekort is; ma.w

=w -t <0 en v > =w -t
qn n qn n



In de figuren 6.13, 6.14 en 6.15 zijn deze 3 mogelijkheden aange-

geven.
voorraad
'v = v
w -t .
9 = "n .
W —-t-v
tijd
On On+l

fig. 6.13

Het verloop bij positieve beginvoorraad en positieve eindvoorraad

voorraad
e
\ ‘
1
\ 1
w -t ! v
n 1
!
T, T ("]
i 2 ! nt+l tijd
en \1-1_’_‘” v
n

fig. 6.14

Het verloop bij positieve beginvoorraad en negatieve eindvoorraad

1 voorraad

6n+l
en > tijd
t-w t-w +v
n n
—
\-
fig. 6.15

Het verloop bij negatieve beginvoorraad en negatieve eindvoorraad




ok nu berekenen wi j eerst voor deze geval |l en af zonderlijk de
kostenfuncti e, al sof de behoefte in de nde peri ode een gegeven waarde

bezit.

I n het eerste geval is de gem ddel de voorraad gelijk aan

w - t - 3/ . De daaruit voortvl oei ende kost en bedragen

1
(6.100) (wn t Ev)c1 .

I n het tweede geval is er gedurende de perioder, een positieve

1

voorraad en wel geniddeld %(“’n -t) en tijdens de periode T2 een

gem ddel d tekort van —2(t-W n+v). De total e kosten bedragen dan

1 1
(6.101) -2-(wn t)Tlc +2(t wn+v)rc

1 272 7

Weder om gel dt

w -t
(6.102) T =y
en

t-w +v
(6.103) T, = ——

De betrekking (6.102) gaat dan over in

1 (wn-t)2 t - W +v)2
(6.104) ET Cl + _—

v 27

N =

I n het derde geval is het gem ddel de tekort gelijk aan

t- A +-§v. De daarbij behorende kost en bedragen dan

1
(6.105) (t - v +—2-v)c2 .

De grootheden v en t, die in deze drie gevallen voorkonen, zijn
echter geen bekende getal | en, maar vari abel en met een kansverdeli ng.
Stel nu dat de variabelen v en t een kansverdeling bezitten net
di cht heden resp. f(v) en g(t). De verwachting van de te naken kosten

wor dt dan gegeven door



rn .
KGw ) = c g(t) d f W, -t- 2v)f(v) dv +
0
1 (N t)2
+ Ecl g(t) dt I —— f(v) dv *+
‘0 w -t
(6.106) w
1 ¢ n ® (t-w +v)
+ 5%, g(t) dt I —— f(v) dv +
Jo w
+ CZI g(t) d I (t—w +~v)f(v) dv
wn (0]

Wij kiezen Wn (vgl. (6.99)) nu zodanig dat k(Wn) minimaal wordt

Wn moet dus voldoen aan

d k(w )
(6.107) —n

dwn

Deze vergelijking blijkt na enige berekeningen gelijkwaardig te zijn

met %

w w:—t (o C

n f 2
(6.108) f g(t) dt J f(v) av + (w*-—t) J —%’l dv | = Lo

0 0 " wh-t 1

De functie

W Wn—t m
def f
(6.109) m(wn) 2 J g(t) dt f(v) dv + (wn-t) f 5’v) dv
0] IO wn-t
i S monotoon stijgend omdat geldt
w’}
[ , o
(6.110) m'(wn) = J g(t) dt J £v) dv > 0
0 w -t v

De functie m(wn) neemt voor W= 0 de waarde nul aan en is voor wn = =

gelijk aan 1. Hieruit volgt, dat de optimale waarde van wn door de



betrekking (6.108) ondubbelzi:rll_nig is vastgelegd.
n-

Aangezien de waarde E xi op het tijdstip en bekend is,

j=n-k+I -k

kan xn worden berekend ui

(6.111) wo=q + ) X+ x
k
i=n~-k+1

Het is ook mogelijk an na te gaan hoe groot de verwachting i s van
de lengte van de periode Ty waarin geen tekort is aan grondstoffen.
In het eerste geval zal 15 gelijk zijn aan 1, omdat de voorraad

voldoende groot is an in de behoefte te voorzieg. In het tweede geval
W~

hebben wij gezien dat T wordt gegeven door en in het derde

geval is Tl gelijk aan 0, omdat de nde periode wordt begonnen met een

tekort.
Voor de verwachting van i geldt dus de volgende betrekking
w
n n had f(V)
(6.112) 1. - J F(w -t)g(t) dt + J (w -t)g(t) dt J ~—= dv
-1 n n v
: 0 0 w -t
n
Uit (6.108) en (G 112) volgt
cl
(6.113) €r, - :%
1 2
en
€, o
(6.114) €T =5 -
—2 1

Van dit voorbeeld zullen wij een toepassing geven.

Toepassing

Wij veronderstellen dat de levertijd van de door de voorraad-
beheerder afgegeven order twee perioden bedraagt. De kansverdeling van
de vraag gedurende één periode wordt gegeven door de kansdichtheid

(6.115) fv) = ve "



f(v)

Y

fig. 6.16
De kansverdeling van de vraag per periode f(v) = ve_v
g (t)
A
0,2}
0,1
0 1 2 3 4 5 6 7

fig. 6. 17

3 -t
De kansverdeling van de vraag tijdens de levertijd g(t) = &t e




De kansverdeling van de vraag gedurende de levertijd wordt gegeven
door de kansdichtheid (vgl. fig. 6.17)

1.3 -t
6te

(6.1186) g(t) =
De kansdichtheid g(t) van de vraag gedurende de levertijd volgt on-
middellijk uit de kansverdeling van de vraag in één enkele periode.
Geeft men de vraag in één periode weer aan met v, dan is bij een

levertijd van twee perioden volgens stelling 11.2, deel 2, en (6.115)

o0 t ~(t-v)
g(t) = J f(v)E(t-v) adv = J ve ' (t-v)e V) gv =
=00 (o}
t
= e-’t f v(t-v) dv = %5-1:319-.t .

o

De vraag luidt nu: "Hoe groot moeten wij op het tijdstip en_

2
onze bestelling Xn kiezen, als gegeven zijn
(6.117) e, = 1901 ,
. = 1
(6.118) 9 _5 3,10 ,
en
(6.119) X = 2,70 ."
Uit (6.108), (6.115), (6.1161, (6.117), (6.118) en (6.119) volgt
* *
wlr1 w -t
* 13 -t n * " -
(6.120) m(w_ ) = J = te dt J ve-vdv + (w_-t) J e Vdv = 0,95
n 6 n *
o 0 w_=t
n
% %2 »3 4
6.121) mw)c1-e Pliaw +om,n  Tn
. m(w ) = e W Tt o Yo =o,95,

Voor (6.121) kunnen wij ook schrijven
2w* P
2

n 4 -5 -
P 2
(6.122) 0 e dp = 0,95 .
o 4.




4_-5 -
. . . 2 .
Daar P—Z?—-— e de verdelingsdichtheidis van een x -verdeling net 10

NiT

vrijheidsgraden(vg. formule (7.22), deel 2, is de waarde van 2w’:l

uit de tabel van deze verdeling af te lezen. Wj vinden dan voor W,
*

(6.123) W =9,15 .

De te bestell en hoeveel hei d wordt dan gegeven door

(6.124) x' = 9,15 - (3,10+2,70) = 3,35 .

W | zullen nu eens nagaan of wij een gelijksoortige nethode kun-
nen ontw kkel en voor het geval v en t geen continue, naar discrete
verdel i ngen bezitten net kansen resp. p(v) en r(t).

W vinden dan net behul p van de betrekki ngen(6.1001, (6.104)
en(6.105) voor de verwachting van de te maken kosten

w w -t
n n
k(w ) = ¢ ) or(t) ) (wn—t—%v)p(v) +
" t=0 v=0
w oo
+ lc 2“ r(t) z l(w -t)zp(v) +
271 t=0 v=w -t+1 v .n
(6.125) . n
1 n by 1 2
+Zc, ) r(t) ) =H{v-(w -t)}p(v) +
22 v=w ~t+l v n
n
oo o 1
+ c z r(t) z (t-w_+-v)p(v) .
2 t=Wn+1 v=0 n 2

De betrekki ng (6.125) kunnen wi j ook als vol gt schrijven

w w -t

n n
K@) = (epve) I r(®) ] (W -t—v)pv) +
t=0 v=0
(6.126) w
n o0
+ (cy+c,) ) r(t) Y %(Wn-t)zp(v) +

t=0 v=w —-t+1
n



co ©co 1
(6.126) re, L r(®) ) (t-w +zv)p()
2 n 2
t=0 v=0
*
Wanneer W optimaal is, moet gelden

(6.127) k(o -1) 2 k(o)

* B O*

(6.128) k(w +1) 2 k(w:)

=]

Men kan aantonen, na uitvoerig rekenwerk, dat beide ongelijkheden

vervangen kunnen worden door

* 2 *
(6.129) m(wn—l) < P < m(wn) R
1 2
waarbij
' wn wn—t o
(6.130) m(wn) def 2 r(t) l: Z pv) + (w_ -t+;]);) z pfrV):l
t=0 v=0 S - v=wn—t+1

een monotoon stijgende functie van w is



7. Het econom sch besli ssingsprobl eemi hzake de beveiligi ng van
%
)

Neder | and t egen st ornvl oeden

I nleiding

Naar aanl ei di ng van de wat ersnoodranp op 1 februari 1953 gaf de
Neder | andse regering aan een commi ssi e van deskundi gen(de zg. Delta-
conmi ssi e) opdracht na te gaan wel ke maat regel en er genomen noest en
wor den, teneinde ons |land zo goed nogelijk te beveiligentegen
wat er snoodr anpen. I n het kader van haar wer kzaanmheden verstrekte deze
conmi ssi e opdrachten aan o.a. het KNMI. inDe Bilt, het Waterl oop-
kundi g Laboratoriumin Delft, het Centraal Planbureau en het Mathema-
tisch Centrum Twee van de door het Mathenatisch Centrum bestudeerde
probl emen zull en in deze paragraaf worden behandel d.

I n het verleden was het gebruikelijk de hoogte van een te bouwen
of te verhogen dijk te baseren op de hoogste ter pl aatse waar genonen
hoogwat er st and. Si nds enkel e Jaren voor de Tweede Werel doorlog i s nen
echter gaan inzien, dat ook met hogere wat erstanden dan de waar genonene
rekeni ng nmoet worden gehouden. Eén van de opdrachten van de Del t a-
conmi ssi e aan het Mathematisch Centrum betrof nu een onderzoek naar
de frequenties van stornvl oedst anden van verschil | ende hoogten Een
andere betrof de vraag een statistisch en econom sch verantwoorde
basis te verstrekken voor de bepaling der verhoging, wel ke de dijken
| angs de Westerschel de en de Rotterdanse WAt erweg noesten onder gaan.

Bei de probl emen worden acht er eenvol gens bespr oken.

7.1. De frequentielijnvan de hoogwat erstanden te Hoek van Hol | and

De frequentieverdeling van all e hoogwat er st anden

Het beschi kbare waar nem ngsmat eri aal bestaat uit waar genonen

*) Deze paragraaf geeft een sanmenvatting van de bijdragen 11.1 en 11.2 van
het Rapport Deltacommissie(Staatsdrukkerij- en Utgeverijbedrijf, 1960),
resp. getiteld:

D VANDANTZI Gen J. HEMELR JK Extrapol ati e van de overschrijdingslijn
van de hoogwat er st anden te Hoek van Hol I and net behul p van gesel ect eer de
st or men,

D VANDANTZI Gen J. KR ENS, Het econom sch besli ssi ngsprobl eemi nzake
de beveiliging van Nederl and tegen st ornvl oeden.



hoogwaterstanden *) (te vinden i n de Jaarboeken der Water hoogt en van
de Al gerene D enst van de R jkswaterstaat), voor verschill ende pl aat sen
| angs de kust en in de zeearmen. Daar men vooral geinteresseerd was in
de met hode van onderzoek, lag het voor de hand een uitvoerige anal yse
te naken van de hoogwat er st anden op één bepaal de pl aats. I n onderling
overl eg werd hi ervoor Hoek van Hol | and gekozen, ondat & deze plaats
centraal 1ligt ten opzichte van het Del tagebi ed en Centraal - Hol | and,
b een | ange reeks waarneni ngen beschi kbaar i s en ¢) de peil schaal
zich dicht bij de kust bevindt, waardoor de storende invl oeden, die
zich verderop in rivieren en zeear men voordoen, daar niet of althans
in mndere nate aanwezi g zijn. Door deze keuze beschi kte nen over
ongeveer 49. 000 waar nem ngen van hoogwat er st anden i n de j aren 1888
t/m 1956.

Een anal yse van hoogwat er st anden i n Hoek van Hol | and was reeds in
1939 genmaakt door P.J. WEMELSFELDER **). Hierbij onderzocht hij het
geni ddel de aantal overschrijdi ngen, n(h), per jaar van het peil h
al s functie van dit peil en constateerde dat nmen, bij het uitzetten
van de | ogaritnen van deze aantal |l en tegen h, punten verkreeg di e
voor niet te kleine waarden van h in goede benadering op een rechte
lijn |agen.

Het lag nu voor de hand eerst na te gaan of dit bij het nieuwe
ter beschi kki ng staande materiaal ook nog het geval was. In figuur
7.1 ) zijn hiertoe | angs de horizontal e as de verschill ende hoogt en
h in neters boven N.A.P, uitgezet, terwijl langs de vertical e as net
| ogarit m sche schaal de gem ddel de aantal | en overschri jdi ngen per jaar
zi j n aangegeven. De hoogste waargenoren waterstand is 3,8 m(1 febru-
ari 1953); het bij behorende gen ddel de aantal overschrijdi ngen per jaar
i s dus voor de betreffende periode 6% = 0, 0145. De daarop vol gende i s
3,28 m(22 decenber 1894), net dus een gem ddel d aantal overschrijdi ngen

*)
Een hoogwat erstand(af korting: H.W.), is de hoogste stand die

) gedur ende een periode van hoogwat er wordt berei kt.
P.J. WEMELSFELDER, \dtnatighedenin het optreden van stornvl oeden,
"De Ingenieur", 9 (1939), Bouw en Veterkunde 3.

*kk)

De figuren 7.1 en 7.3 t/m7.7 zijn aan het eind van de paragraaf
opgenonen.



per jaar van 62_9 = 0,0290; etc. De punten die op deze wijze ontstaan,
blijken vanaf ongeveer 1,50 m ook voor de in 1956 beschikbare waarne-
mingen nog vrijwel op een rechte lijn te liggen.

Wij gaan daarom wat dieper in op de inhoud van deze eigenschap
en zullen o.a. onderzoeken of er werkelijk in voldoend nauwkeurige
mate aan is voldaan.

Er werd dus geconstateerd dat bjj het uitzetten van log n(h)
tegen h, vanaf een bepaalde hoogte h een vrijwel gechte lijn ontstaat,
(zie figuur 7.2). Voor waarden van h kleiner dan h buigt de rechte af
en gaat vrijwel evenwijdig aan de h-as lopen. Dit is niet verwonder-
lijk, daar lage waarden van h uiteraard bij iedere hoogwaterstand

worden overschreden.

log n(h)
*
log n(h') f--==-—------n_
0 n* h
fig. 7.2

Het gemiddelde aantal overschrijdingen per jaar,

schematisch weergegeven

Wij veronderstellen nu dat het gemiddelde aantal overschrijdingen per
jaar van het peil h, aan te geven door n(h), voor h 2 h voldoet aan

de betrekking
* 1 *
log n(h) = log n(th) - =(h-h")

of *

(7.1) n(h) = n(h*).e



*
Uit deze formule volgt direct, dat voor iedere h 2 h het gemiddelde

aantal overschrijdingen e maal zo klein wordt, wanneer wij het peil h
met a meter verhogen. Deze verhoging van a meter wordt daarom de
nepereringshoogte genoemd *).

Alvorens de gemaakte onderstelling omtrent het lineaire verband
tussen log n(h) en h nader te onderzoeken, geven wij eerst onze aan-
dacht nog aan een andere vraag. Immers, in veel gevallen is men niet
zo zeer geinteresseerd in het gemiddelde aantal overschrijdingen per
jaar van een peil h, doch veel meer in de kans dat een gegeven peil
in een bepaald jaar wordt overschreden. wij zullen nu echter aantonen,
dat deze grootheden voor grote waarden van h vrijwel aan elkaar gelijk
zijn.

omdat we in veel gevallen slechts een deel van de in een jaar
voorkomende waarnemingen zullen beschouwen, bijv. de winterwaarne-
mingen of de naar depressies geselecteerde waarnemingen (zie blz. 87),
kunnen we het aantal waarnemingen per jaar niet constant nemen. In die
gevallen is het aantal waarnemingen per jaar stochastisch, d.w.z. er
bestaat een kans P, 0P N waarnemingen in een bepaald jaar. De aantallen
waarnemingen voor verschillende jaren worden ondersteld onderling
onafhankelijk te zijn.

Zij
(7.2) g) = P[h2n]

de kans op overschrijding van het peil h bij één waarneming, dan vinden
wij voor de kans p(h) op overschrijding van het peil h in een geheel

jaar

n
(7.3) p) = § [1- (1-emn e

0

s
| &~ 8

*) Naar Joun NAPIER, die in 1614 de logaritmen met het grondtal e
invoerde.



*
n
Voor grote waarden van h kan {1-g(h)}  benaderd worden door 1-ng(h)

en er geldt dus

(7.4) p(h) = Z ng(h).pn .
n=0

Anderzijds i s de voorwaardelijke verwachting van het aantal overschrij-
dingen van het peil h per jaar, bij n waarnemingen, gelijk aan ng(h)
en dus is de onvoorwaardelijke verwachting van het aantal overschrij-
dingen gelijk aan

(7.5) n(h) = | ngh).p_.
n=0 n

We kunnen dus concluderen dat het verwachte aantal overschrijdingen

van een hoog peil h in één jaar in eerste benadering gelijk is aan

de kans op overschrijding van dat peil h in één jaar.

Beide grootheden kunnen derhalve op dezelfde wijze uit het waar-
nemingsmateriaal worden geschat. Volgens de gemaakte onderstelling
wordt n(h)* dus ook p(h), gegeven door formule (7.1). Wanneer men voor
het peil h een keuze heeft gedaan, komen hierin nog twee onbekende
parameters voor, te weten n(h*) en a, welke uit de waarnemingen gesghat
moeten worden. Hierbij beperkeg wij ons dus tot de waarnemingen 2 h .

Nu is de wijze waarop n(h ) geichat wordt van weinig invlioed op
de uitkomsten en daarom kan men n(h ) het beste schatten met een

eenvoudige schatter, bijv.

' -~ *
(7.6) nth ) =

’

* 3]s

waarin n het aantal waarnemingen 2 h is en m het aantal jaren gedu-
rende welke men heeft waargenomen. Men schat dus g\et het gemiddeld

per jaar opgetreden aantal overschrijdingen van h ; in ons geval

*) Volgens formule (7.15), deel 1, is
(g @} = 1 - (Pem + (H)lem? + el

Voor grote h is g(h) klein, zodat de termen waarin g(h) in een hogere
dan de eerste graad voorkomt, in eerste benadering verwaarloosd kunnen
worden.



heeft m steeds een waarde tussen 60 en 70.
Al's schatter van a gebrui ken wi j de neest aannenelij ke schatter.

In deel 3 is afgel eid, dat deze bij n waarneningen gelijk is aan

n

~ 1 * 1

(7.7) a=c { (h;-h) ==
i=1

[
I~
|5
1
=2

*

(vgl. formule (13.12), deel 3, net a = %).

Met behul p van de formules(7.6) en(7.7) kunnen dus schattingen
in de vormvan (7.1 genaakt worden van de kansen op een wat er st and
2 h per jaar. Daar het uiteindelijk natuurlijk de bedoeling is deze
kansen ook te schatten voor waarden van h die nog nooit zijn waarge-
nonmen(dus formule(7.1) te extrapoleren), noeten wij met het aanpassen

echter zeer voorzichtig zijn.

Ext rapol ati e en honogeen maken van het waar nem ngsnat eri aal

Het behoeft geen betoog, dat extrapol ati e van een zui ver enpirisch
verkregen lijn steeds i n hoge nate onzeker is. WI| nen echter bij de
bepal i ng van de aan te brengen dij kverhogi ngen rekeni ng houden net de
kansen op hogere wat er st anden dan de tot dusverre waar genonen st anden,
dan zal rmen niettegenstaande al |l e onzekerheden toch uit de waarne-

m ngen een kansverdel i ng noeten afl ei den, die zi ch ook verder uitstrekt
dan de hoogst waargenonen stand. Dt betekent eigenlijk dat nen zich
voorstelt, dat over lange tijd, bijv. na enkel e honderden j aren, mnet

de dan beschi kbar e waar neni ngen opni euw een enpiri sche frequentielijn
zal worden afgeleid, en dat nmen nu reeds tracht te raden hoe deze er
zal wuitzien.

Om de onzeker heden bij de extrapol ati e zoveel nogelijk te beper-
ken, dient nen ervoor te zorgen, dat de extrapol ati e ni et gebaseerd
wordt op " ni et - honpgeen"” waar nem ngsmat eri aal . Nu kan nen net de
met hode van GUMBEL | aten zi en dat het nateriaal bestaande uit alle
waar nem ngen, ni et honogeen i s, hetgeen verkl aard wordt door het feit
dat het aantal zeer hoge hoogwat erstanden in de wi nter veel groter is
dan in de zoner. Eén en ander wordt verderop nog nader toegelicht.

Men zou, omeen grotere homogeniteit te berei ken, all een de



hoogwat er st anden gedur ende de w nt er raanden novenber t/m januari (dit
zi j n de maanden waarin de meeste hoge hoogwat er st anden voor konen), kun-
nen beschouwen. ok deze waar genomen hoogwat er st anden zi j n echter nog
verre van honogeen, doordat zij veroorzaakt worden door depressies van
verschill ende typen. Beter is het daarom die hoogwat er st anden te sel ec-
teren, die het gevolg zijn van potentieel gevaarlijke depressies. Door
dus net eor ol ogi sche hul pm ddel en t e gebrui ken, kan een grotere honoge-
niteit bereikt worden, waardoor de betrouwbaarhei d van de extrapol ati e
wor dt vergroot.

Pogi ngen omhet materiaal zo nogelijk nog beter honogeen te
maken, werden | angs twee andere wegen verricht, nl. door te onderzoe-
ken of er een verband te vinden was tussen de hoogwat er st anden en de
zonnevl ekken-intensiteit en of aan te tonen viel, dat de jaren verdeeld
konden worden in "gevaarlijke" en "m nder gevaarlijke" jaren. Beide
onder zoeki ngen hadden een negatief resultaat: er waren in het ter
beschi kki ng staande nateri aal geen aanwi j zi ngen voor een nerkbare
i nvl oed van de zonnevl ekken-intensiteit op de hoogwat er st anden en een
splitsing, zoal s die van de rmaanden en di e van de depressies, in
gevaarlijke en mnder gevaarlijke, kan bij de jaren niet worden ver-
kregen. Een neteorol ogi sche basis ontbrak trouwens bij deze bei de
onder zoeki ngen.

Behal ve dat het waar nem ngsnat eri aal honogeen genaakt noet wor den,
dienen wij er ook voor te zorgen dat de waar nem ngen onderl i ng onaf -
hankelijk zijn, aangezien de formul es van de schatters op deze onder -
stelling zijn gebaseerd. Nu kunnen er gedurende één depressi e ver-
schil | ende zeer hoge hoogwat er st anden opt r eden en deze bezitten
uiteraard een grote afhankelijkheid. Daaromis per depressie slechts
de hoogst e hoogwat erstand i n het onderzoek betrokken.

Er is derhal ve uiteindelijk gewerkt net de hoogste hoogwat er st and
per depressie, waarbij all een die depressies beschouwd werden di e
optraden i n de w ntermaanden novenber, decenber en januari, en een
baan vol gden wel ke vol deed aan een bepaal d net eorol ogi sch criterium

In figuur 7.3 zijn deze op anal oge wijze uitgezet als in figuur 7.1



voor alle waterstanden is gebeurd ). Een duidelijk inzicht in de ver-
schillen die ontstaan wanneer men de exponentiéle verdeling aan alle,
dan wel aan de nu gekozen waarnemingen aanpast, verkrijgt men door de

figuren 7.4 en 7.5 te vergelijken (zie blz. 111 en 113).

Toetsing van de aanpassing

Nu wij het materiaal zo goed mogelijk homogeen hebben gemaakt,
zullen wij onderzoeken of de geselecteerde waarnemingen inderdaad al s
onafhankelijke trekkingen uit een exponentiéle verdeling beschouwd
kunnen worden. Achteraf vindt dan nog een controle plaats op de homo-
geniteit van het materiaal. De onafhankelijkheid van de waarnemingen
werd tot nu toe ondersteld bij de afleiding van de formules (7.6) en
(7.7), de exponentiéle verdeling bij het opstellen van formule (7.1).
Wij beginnen met het onderzoek van de laatste veronderstelling.

Een gangbare toets voor het beoordelen van de aanpassing van een
theoretische verdeling aan een steekproefverdeling is de xz—toets.
Deze toets werd behandeld in paragraaf 10 van deel 3; in hetzelfde
deeltje (§13) werd reeds nagegaan hoe de*toetsing verliep voor ge-
selecteerde waarnemingen bij beginpunt h = 1,70 m en ﬁ(h*) = 166.

In tabel 7.1 zijn zowel voor alle waarnemingen als voor geselecteerde
waarnemingen en voor verschillende beginpunten h' de schattingen ﬁ(h*)
en & opgegeven. Aangepaste verdelingen, welke bij toepassing van de
x2—toets met een onbetrouwbaarheid van 5% verworpen moesten worden,
zijn aangegeven door de schatting van a te onderstrepen. Gebroken on-
derstreept zijn die gevallen, waarbij de aanpassing zéér slecht is.
Uit de gevonden waarden blijkt, dat de aanpassing zéér slecht is voor
lage beginpeilen, hetgeen te verwachten was, daar in deze gevallen de
punten in de figuren duidelijk niet op een rechte lijn liggen.

Daarentegen kunnen de frequentieverdelingen van de waarnemingen

> 1,50 m, althans volgens de Xz—toets, wel voorgesteld worden door

) In figuur 7.1 zijn de punten (h,n(h)) uitgezet, terwijl in figuur
7.3 de methode van BENARD en BOS-LEVENBACH (zie paragraaf 1, deel
3) werd gebruikt; de verschillen zijn alleen merkbaar bij de ge-

heel rechts gelegen punten.



Tabel 7.1

De bij de xz-aanpassingstoets

aangepaste exponentiéle verdelingen

b (inm n(h™) a
fig. 7.1 1,10 126 1,212
fig. 7.4 1,30 47,2 0,231
1,50 19,7 Q 236
1,70 8,41 Q 243
1,90 3,62 Q 255
2,10 1,65 O, 255
fig. 7.3 1,30 4,97 0,500
fig. 7.5 1,40 4,65 0,430
1,50 4,08 0, 383
1,60 3,37 O 354
1,70 2,64 0,337
1,80 2,05 0,321
1,90 1,49 0, 325
2,00 1,13 0, 315
2,10 0, 841 0, 304
2,20 0, 524 Q 364
2,30 0,381 0 387
2,40 O 286 0,394
2,50 0,270 0, 315
2,60 O, 206 0, 304

exponentiéle verdelingen en wij kunnen dus zeggen dat de waargenomen
frequenties over het algemeen niet te veel afwijken van wat op grond
van de exponentiéle verdeling te verwachten is. Dit geldt zowel voor
de niet geselecteerde als voor de geselecteerde waarnemingen. Uit-
eindelijk is als beginpunt h gekozen 1,70 m. Een lagere waarde is
niet wenselijk omdat uit figuur 7.5 blijkt dat de punten onder 1,70 m
duidelijk gaan afwijken van de aangepaste lijn. Een hogere waarde
heeft tot nadeel dat de analyse op minder waarnemingen wordt gebaseerd.
De keuze blijft echter min of meer arbitrair.

Nu is het niet uitgesloten dat voor grote h uitsluitend afwij-
kingen naar boven optreden en voor kleine h afwijkingen naar beneden
of juist andersom. De extrapolatie zou dan van twijfelachtige waarde

worden.



G de zanname van een exponenti €l e verdeling aanleiding is tot
onwaar schijnlijke af wij ki ngen van de hoge waar neni ngen t en opzi chte
van al | e waar nem ngen, kan worden onderzocht net de vol gende toets

A's hl’ ces ’hn de naar grootte gerangschi kte, onderling onafhan-
kel i j ke waarnenmi ngen zijn uit de exponentiél e verdeling

_ h-h*
a *
1-e voor h 2 h
(7.8) F () = .
h 0 voor h < h
*
= < < < < i
net h h 1= hn Sh ;2.2 h1 , dan vornen Vyr-essV waarbi]
v = i(h, —hi " ), eveneens een steekproef van onderling onaf hankelij ke
1
waar nemi ngen ui t Fh*(h). Men kan nu, bij gegeven k, toetsen of het
quot i ént
v1+...+vk hl+...+hk—khk+1
(7.9 b= v f...%v_ " h.+. ..+ -nb*
1t Vet t, 1ty

ongewoon groot of kleinis, d.wz. of de somvan de verschillen van de
hoogst e k waar nem ngen rret hk+| te st egck afw jkt van de somvan de
verschillen van alle waarneni ngen net h

Men kan bewijzen dat de toetsingsgrootheid

V,ot.e..1V
(7.10) b=tk
- Vot+...1V
-1 -n
een béta-verdeling heeft met parameters a = k en g = n-k (vgl. (7.28),
deel 2. Dus

b
_ _T'(a+B) a- 8-1 )
p[g e oot fo S () dv -

(7.11) b K

RNkl gy

(n-1) ° [
x-1) ! (nh-k~1)! Jg

Toepassi ng van deze toets op de waarnem ngen 2 1,70 mvoor verschil -

| ende waarden van k brengt geen bijzondere kenmerken van de hogere

hoogwat er st anden t.o.v. all e hoogwat er st anden aan het |icht, zoals



uit tabel 7.2 blijkt.

Tabel 7.2

Toet sresul tat en

n = 166 k b P[b <y
0,0231 0,53
0,0542 0,68
16 0,0942 0,49
32 0,2117 0,75
Het 1ijkt derhal ve gerechtvaardigd aan te nenen, dat alle hier

beschouwde hoogwat er st anden uit dezel f de exponenti &l e verdeling

af konsti g zijn.

Tensl otte gaan wij na of het waarnem ngsmateri aal i nderdaad
geacht kan wor den honogeen te zijn en de waar neni ngen onderl i ng onaf -
hankelijk. Dit kan net de nethode van E J. GUMBEL, wel ke net hode
berust op de ei genschap dat de grootste van N onderling onaf hankel ij ke
waar nem ngen van een stochasti sche groot hei d onder bepaal de voorwaar -
den bij benadering een dubbel - exponenti él e verdel i ng heeft,

CGeven wij het naxi numvan de waar genonen hoogwat er st anden
gedurende één jaar aan net h, dan is de verdelingsfunctie van h dus

I ()
(7.12) H(h) = e
Op een bepaal d soort waarschijnlijkhei dspapi er(vgl. paragraaf 1,
deel 3), het zg. Qunbel papi er, wordt deze verdelingsfunctie getrans-
forneerd tot een rechte lijn. W kunnen dus onder zoeken of de jaar-
mexi ma van de waar genonen hoogwat er st anden beschouwd kunnen worden al s
onder | i ng onaf hankel i j ke trekki ngen uit een dubbel - exponenti él e ver de-
ling, door na te gaan of deze naxi mna op Qunbel papi er (cunul ati ef)
ui tgezet inderdaad op een rechte lijn Iiggen. Bovendi en kan men

aantonen dat de helling B van deze lijn noet overeenstenmmen net de



hel i ng % , warnweer nmen log n(h) uitzet tegen h.

In de figuren 7.6 en 7.7 zijn de jaarnaxi na uitgezet op Gumbel-
papi er, uitgaande van resp. alle waarnem ngen en all een baanselectie-
waar nem ngen. De getrokken |ijnen geven de verdel i ngsfuncti es(bepaal d
door g) aan van al |l e waar nem ngen, resp. alle gesel ect eerde waarne-
mingen. W| zien dat de punten in beide figuren redelijk aansluiten
bij een rechte |ijn, hetgeen suggereert dat zowel de gesel ect eerde
al s de ni et gesel ect eerde waar nem ngen onder | i ng onaf hankel ik zijn.

Duidelijk blijkt echter dat de helling van de getekende lijnin
figuur 7.6 slecht en in figuur 7.7 goed bij de uitgezette waar nem ngen
past. Dt verschijnsel is gemakkelijk te verklaren daar de jaarmaxima
vrijwel steeds in de winter vallen. De |agere hoogwat er st anden i n de
zoner hebben daardoor geen invloed op de verdeling van de j aar naxi ma,
terwijl zij wel invloed hebben op de helling van de lijn in figuur 7.4.
De helling van de in figuur 7.4 aangepaste lijn is erdoor vergroot,
het geen tot gevol g heeft, dat bij extrapol ati e de overschrijdings-
kansen van hoge peil en h worden onderschat. De gelijke hellingenin
figuur 7.7 wijzen er daarentegen op, dat de gesel ect eerde waar nem ngen
wel honogeen mat eri aal vornen.

De keuze van de drie maanden januari, februari en decenber is
uiteraard enigszins arbitrair, naar verkleining of vergroting(op
beperkte schaal ) van deze periode, waarin bovendi en de nmeeste jaar-

maxi ma val | en, beinvl oedt de resultaten nauwelijks.

Eni ge ander e ui t gevoer de bewerkingen

Eni ge ander e uit gevoerde bewerkingen willen we hier nog in het
kort noenen.
iy Er is getracht de verdelingsfunctie van de hoogwat er standen te
benaderen nmet een |log. nornal e verdeling. Deze bl eek i nderdaad goed
bi j de waar nem ngen aangepast te kunnen worden; de verkregen verdeling
i s echter nauwel ij ks te onderschei den van de hi er gebrui kt e exponen-
ti éle verdeling, ook niet bij extrapolatie tot bijv. 6 mhoogte. De
exponenti &l e verdel i ng geeft dus resultaten, die in het door de waar-

nem ngen bestreken interval ook bij benadering i n overeenstenmi ng zijn



met de veronderstelling van een | og. nornal e verdel i ng. De eerst-
genoende verdel ing is echter w skundi g veel beter hanteerbaar en
bovendi en bevr edi gender, ondat zij van sl echts één aan de waar nem ngen
aan te passen paraneter afhangt, hetgeen tot mnder w |l ekeur bij de
aanpassi ng en de extrapol ati e aanl ei di ng geeft. Daaromwerd aan de
exponenti él e verdel i ng de voor keur gegeven

2 Bet r ouwbaar hei dsi nterval | en

Ut tabel 7.1 blijkt dat wij voor de helling van de lijn verschillende
waar den vi nden, wanneer w j uitgaan van verschill ende begi npunt en

Een beter inzicht in de betrouwbaarhei d van de schatting van a ver-
krijgt nmen door het berekenen van betrouwbaar hei dsgrenzen voor a. W
gaan uit van de baansel ecti ewaar nem ngenen onderstell endat dit
onder | i ng onaf hankel i j ke trekki ngen uit een exponenti él e verdeling
zijn. Boven de 1,70 mzijn er 166 waar nem ngen. De neest aannerelij ke
schatting van a is dan vol gens t abel 7.1:*5 = 0, 337. Een kl eine
afwi j king van de geschatte waarde van rlh ) ten opzichte van de
werkelijke waarde is niet ernstig, daar deze neerkont op een geringe
ver schui vi ng van de baansel ectielijnevenwjdig aan zichzelf en dit

i s voor de extrapol atie van weinig betekenis. Wat de helling van de
lijn betreft, zijn wij hoofdzakelijk geinteresseerd i n bovengrenzen
van a. Met behul p van de i n deel 3 aangegeven theorie van de betrouw
baar hei dsi nterval l en, i s het nogelijk betrouwbaarhei dsbovengrenzen
voor a te vinden. Bij onbetrouwbaarheden van 5% resp. 1% zi j n deze
bovengrenzen 0, 385 resp. 0, 407.

3) Bodendal i ng.

I n het begin van het onderzoek werd nagegaan of op de 49. 000 bekende
hoogwat er st anden i n het verleden wel | i cht bodendal i ngscorrecties
nmoest en wor den toegepast. H ervan werd echter afgezien, ondat ten
eerste deze correctie zeer onzeker zou zijn en ten tweede zijn invl oed
op de = voor dit onderzoek bel angrijkste - hoge hoogwat er st anden
relatief zeer gering is. Dt geldt uiteraard niet neer indien nen, bij
extrapol ati e, rekening wenst te houden net de bodendal ing i n t oekom
stige perioden. In de econoni sche beschouwi ngen wordt de bodendal i ng

dan ook in rekening gebracht.
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4) Hoogwat er st anden of opzetten?

Bij de statistische verwerking noest beslist worden of de hoogwater-
standen zel f beschouwd zouden worden, dan wel de daarbij behorende
opzetten *). Beschouwt men de opzetten, dan wordt de invl oed van het
astronom sch getij - althans ten dele - bij de statistische anal yse
geél i m neerd, hetgeen wel licht tot nauwkeuriger uitkonsten zou kunnen
leiden. Nu blijkt echter, indien men de opzetten op dezel fde w jze
uitzet als in figuur 7.1 net de hoogwat erstandenis gedaan, dat een
lijn wordt verkregen di e evenw jdi g aan die van de hoogwat er st anden
verl oopt. Anal yse van deze lijn zou dus tot dezel fde(of nagenoeg
dezelfde) resultaten |leiden als van de |lijn der hoogwat er st anden. Het
eer st genoende houdt meer werk in dan het | aatstgenoende en heeft

m nder rechtstreeks betrekking op de prakti sche consequenti es van het
vraagstuk. Om die reden is het verantwoord niet net de opzetten,

maar net de hoogwat er st anden te werken. Beter dan de hoogwat er st anden
of opzetten zou wellicht het grootste verschil tussen de werkelijke
wat er hoogt e en de voor hetzel fde nmonent voorspel de wat er hoogt e, di e
uit de getijkrome vol gt, gebrui kt kunnen worden. Deze grootheid is
echter slechts voor enkel e stornen bekend, doch ni et voor een vol -
doende aantal perioden van hoogwat er om daarop een stati stische

anal yse te kunnen toepassen.

Al | e bovenst aande beschouw ngen sanenvattend komen wij tot de
concl usi e: De baansel ecti ewaar nem ngen2 1,70 mkunnen beschouwd
wor den al s onderl i ng onaf hankel i j ke trekki ngen uit een exponenti él e
verdeling met a = 0,337. De overschrijdingskans van de op 1 februari
1953 opget reden hoogte is 0, 0045 en die van het 5,00 mpeil is O, O0015.
Een overschrij di ngskans van 0, 0001 treedt op bij 5,10 m

*) e opzet is het verschil tussen de waargenonen en de voor spel de
hoogwat er stand, die dus niet op hetzel fde nonent behoeven te vall en.



7.2. De optimale hoogte van onze dijken

De overwegingen van de Deltacommissie

Eeuwenlang is het in Nederland gebruik geweest de dijken te

verhogen tot het peil van de hoogste ter plaatse bekende stormvioed-

stand. Sinds de in 1939 door P.J. WEMELSFELDER geintroduceerde sta-
tistische beschouwingswijze van de hoogwaterstanden, is men zich gaan
realiseren dat ook met hogere dan reeds voorgekomen standen rekening
moet worden gehouden.

Op 1 februari 1953 was de stand te Hoek van Holland 3,85 m met
een overschrijdingskans van 0,0045 per jaar. Het optreden van nog
hogere standen i s echter fysisch gezien zeer zeker mogelijk omdat
1) het astronomisch getij (voorspelde stand volgens de getijtafel)
bijna een halve meter hoger had kunnen zijn en 2) bij maximale inten-
siteit van de storm op een andere plaats de vlioed nog enige dn hoger
zou zijn. Vloedstanden van 5 m N,A.P. kunnen dus zeker optreden,
terwijl zelfs nog hogere standen niet geheel uitgesloten zijn.

Op grond van deze overwegingen en rekening houdende met de
bijbehorende frequenties is de Deltacommissie tot de conclusie gekomen
dat de kans op overstroming tot een aanvaardbare waarde wordt terug-
gebracht, wanneer men deze op 10_4 per jaar, of wel 19@per eeuw brengt.
Dit betekent volgens het eindverslag van de Deltacommissie, dat de
dijken in Hoek van Holland op een zodanig niveau gebracht moeten worden
dat stormvloedstanden van 5 m (volgens paragraaf 7.1: 5,10 m) geen
doorbraak veroorzaken. Odk op economische gronden was een " basispeil"
van 5 m te Hoek van Holland acceptabel. Uitzonderlijk veilig is dit
nog niet, aangezien het betekent dat de kans op een ramp gedurende
de eerstkomende 50 jaar, dus tijdens het leven van de thans jonge
mensen, altijd nog 0,5% is. In andere gevallen houdt men rekening met
kansen op risico's die nog veel kleiner zijn.

Het basispeil is dus vastgesteld op een mengsel van fysische en
economische overwegingen. Ondanks de aanzienlijke verbetering ten
opzichte van vroegere overwegingen, heeft ook deze methode nog iets

onbevredigends en men zou gaarne tot een beter gefundeerde conclusie



willen komen. e vraag 13 of deze wellicht door het afwegen van eco-
nom sche voor- en nadel en ver kregen kan worden. | mrers noch zeer hoge,
noch zeer |age dijken zijn econom sch verantwoord, zodat er ergens
een optimumnoet zijn. Een tweede is uiteraard of dit opti numook te

achterhal enis.

Tegen deze achtergrond heeft het Mathenatisch Centrumde opdracht
geaccepteerd: een statistisch en econom sch verant woorde basis te
ver st rekken voor de bepaling van de verhogi ng wel ke de dijken | angs

de Westerschel de en de Rotterdanse Wt erweg noet en onder gaan.

Het eenvoudi ge geval

W beschouwen voorlopig all een een sterk vereenvoudi gd geval en
nenen daar bij aan dat het gaat om één af zonderlijke pol der, waar bi |
een stornvl oedst and boven het kritieke peil hO(V\eI k peil niet gelijk
behoeft te zijn aan de krui nhoogte) een overstrom ng veroor zaakt,
die alle |l aag gel egen goederen in de pol der verl oren doet gaan en
waar bi j stornvl oedst anden onder het kritieke peil geen enkel e schade
ver oor zaken.

De vraag is nu of het huidige kritieke peil, econom sch gezi en,
bevredigend is en zo neen, net hoeveel het dient te worden verhoogd.

Stel dat wij het kritieke peil net x neter verhogen. |n veel
geval | en blijken de dijkverhogi ngskosteni in goede benadering Iine-

aire functies van X te zijn, zodat wij krijgen

(7.13) i=dg+igx,
waarin io de initiéle kosten zijn en il de kosten per neter dijk-
ver hogi ng.

Deze dij kver hogi ngskost en noet en wor den af gewogen t egen de
ver m nder de kansen op ranpschaden. Dt is slechts nogelijk wanneer er
één bepaal de maat st af beschi kbaar i s, of anders gezegd, wanneer Wi j
wet en voor wel k bedrag de overblijvende kansen op ranpschaden i n
rekeni ng noet en worden gebracht. W] verrichten hiertoe het vol gende

gedacht enexperi nment .



Stel dat een verzekeringsmaatschappij in staat en bereid zou zijn
an de overblijvende mogelijke rampschaden te verzekeren. De maatschap-
pij zal ieder jaar een premie vragen, die gelijk is aan de rampschade-

verwachting per jaar; deze is na de verhoging met X meter

(7.14) p(h0+x).w ,

waarin p(ho+x) de kans is op overschrijding van het peil h_ +Xx per jaar

en w de totale door de dijk te beschermen waarde vertegenw%ordigt (in-
clusief kosten van dijkherstel, indirecte schade ten gevolge van pro-
duktiederving elders, waardevermindering van de grond, etc.). Teneinde
deze te betalen premies te kunnen vergelijken met i, bepalen wij de

contante waarde van al deze premies. De contante waarde van een over

t jaar te betalen premie bedraagt

p(h0+x).w
’

S 4t
4+ 700°

waarin 6 de rentevoet per jaar is, of met een continue rentevoet

St

1
(7.15) p(ho+x)we 0o .

Kort men de huidige overschrijdingskans af tot Py €n schrijft men
(7.16) A= i ’

dan gaat (7.15) over in (vgl. (7.1))

st P my - i L8t
(7.17) p(ho+x)we 100 = n(h*)e o we 100 =p we—xxe 100

De totale verdisconteerde waarde van alle te betalen schaden is dan

- _ 6t p*we—)\x
(7.18) r = P we M X o 100 ¢ P we?¥ 100 0
0 [0} (0] [ [

met 100p0 = Py-



Dus bij een verhoging van de dijken met X meter worden de totale

kosten an de polder te verdedigen tegen de zee

-Ax
p_we

*
(7.19) k=i+r=1i +ix+ 9

=]
o

Achten wij die dijkverhoging optimaal, waarbij k minimaal is, dan
wordt het optimum gevonden door

pzwxe—kx
(7.20) = 11 T

gelijk aan nul te stellen. Dus als x de optimale verhoging is, geldt

* 2
powke Ax
(7.21) i, - ———— =0
1 )
of "
pP..WA
~ 1
(7.22) X = ; |Og -—OGI—'
1

Figuur 7.8 geeft de belangrijkste functies nog eens grafisch weer.

fig. 7.8

Grafische bepaling van de optimale dijkverhoging




Ook andere optimale grootheden zijn nu eenvoudig te berekenen. W

vinden
(7.23) = dg 11;; ,
i
- 1
(7.24) r = X
& 2L
(7.25) = 1O + 11x + -

Dijkverhoging zal slechts plaatsvinden als de kosten bij optimale
verhoging kleiner zijn dan de kosten bij geen verhoging, dus als

*

. i1 pow
(7.26) 10+11x+)\_<k0=r0=_6—;
d.w.z. als geldt (vgl. (7.21))
i i A
[ 1 1 AX
i +—< —
x “x ¢
of
1 ~
(7.27) 1< ™1

Hoewel de formules (7.22) en (7.27) alleen geldig zijn voor het hier
behandelde, niet geheel reéle (want te zeer vereenvoudigde) geval,

bevatten ze toch al de essentie van de oplossing.

Kritiek op het eenvoudige model

Op de onderstellingen die aan het eenvoudige model ten grondslag
liggen, kan op velerlei wijzen kritiek worden geleverd. Een aantal
punten worden hieronder genoemd.

1) Teneinde het optimum te kunnen berekenen, zijn twee niet geheel
gelijkwaardige grootheden opgeteld; nl. enerzijds de werkelijk uit te
geven kosten van dijkverhoging en anderzijds de contante waarden van
toekomstige schadeverwachtingen. In de praktijk van de verzekerings-

maatschappijen is een dergelijke procedure gebruikelijk en kan de



met hode verdedi gd worden net statistische argunenten. Al's de regering
deze handel wi j ze toepaste op all e beslissingen en er vol doende projec-
ten van vergelijkbare onvang zijn, dan was ook hier de methode zonder
meer te rechtvaardigen. De fictieve verzekeringsmaatschappij i s echter
al | een i ngevoerd al s "nodel " tenei nde de redeneri ng aanschouwel ij k

te naken. Het nodel kan aanzienlijk gew jzigd worden zonder dat de
resul t aten erdoor veranderen.

2 De onderstel ling, dat een bepaal d kritiek peil h0 best aat zodani g

dat bij vl oedhoogte h > h_alles verloren gaat en bij een vl oedhoogte

h < hg niets, is wellicht Ovoor één pol der nog wel acceptabel, maar
voor een groot polderstelsel uiteraard niet. I n het |aatste geval noet
men een functie invoeren di e aangeeft wel ke fractie van w verl oren
gaat bij bepaal de waarden van h.

3 De schadeverwachting i s voor ieder jaar gelijkgesteld aan
p(h0+x).w. Dit inpliceert de onderstelling dat na een ranp bi nnen een
jaar alles weer in de oude staat is teruggebracht. Dit zal wel niet

st eeds het geval kunnen zijn, maar gezi en de zeer kleine kans op het
optreden van twee ranpen veroor zakende stornen i n opeenvol gende j aren
eén gezi en de toegepaste verdi scontering, kan de invl oed hi ervan zonder
meer verwaar| oosd wor den.

4) De onderstelling dat de functie p(h) constant is in de tijd is

ni et houdbaar vanwege de rel ati eve bodendal i ng van ons land ten

opzi chte van de zee. Deze rel atieve bodendal i ng ontstaat tengevol ge
van zeespi egel rijzing, bodendal i ng en inklinking van de jongere

geol ogi sche | agen. Stel dat deze rel atieve bodendal i ng geni ddel d

n meter per eeuw bedraagt. Na T eeuwen is de dijkhoogte h0+x ver m nderd
t ot ho+x—nr met een overschrij di ngskans

-A(x-nT1) -AX+ANT
e = p.e

(7.28) p(h0+x-nr) = p0 o

Deze fornul e kan niet "eeuw g" goed zijn, daar p dan wi |l ekeurig zou
t oenemen. Om het vol |l edi g wegzi nken van de dijken in zee te voor konen,
zal echter periodi eke regeneratie nodig zijn, waarvan de invl oed op

ons probl eemhi erna zal worden besproken.



5) Ook de onderstelling dat de te beschermen waarde w in de loop
van de tijd constant blijft is niet houdbaar, aangezien er door de
eeuwen heen een, zij het zeer onregelmatige, toeneming van de welvaart
heeft plaatsgevonden. Wij zullen aannemen dat w gemiddeld met v% per
jaar toeneemt. Zowed y als 6 zijn heel moeilijk te schatten. Gelukkig
blijkt echter dat in de formules alleen de grootheid 6' = 6-y van
belang i s en deze "gereduceerde rentevoet" vertoont in de loop der

eeuwen minder fluctuaties.

Het gecorrigeerde model

Wanneer de dijken steeds na to eeuwen op de na de verhoging
verkregen hoogte worden teruggebracht (dus met nt, meter worden ver-
hoogd), dan i s de contante waarde van alle kosten van dijkverhoging
en regeneratie gelijk aan

-6't -26't int
(7.29) i=i('),+ix+inte 0+i nt e 0, oo = 11 +i_x+ 10

1 10 10 ' 0 1 §'t

e 0—1

i(') bestaat hierin uit io en de contante waarde van alle toekomstige
initiéle kosten. Er is verdisconteerd met de gereduceerde rentevoet
omdat bij toenemende welvaart ook de kosten van dijkbouw vermoedelijk
hoger zullen worden. Verdiscontering met § leidt overigens tot resul-
taten die vrijwel niet afwijken van die bij verdiscontering met 6°'.
Over t jaren of 100t eeuwen, is w toegenomen tot WeYT. Met behulp
van (7.28) vinden wij voor de contante waarde van de total e schade-

verwachting gedurende de eerste tO eeuwen

t

0 YT =81 -Ax+Ant
e e

100 I p.we dt =
o 0

tO
* - -8
(7.30) we Ax J e §'t+dnt dt =
0

P

—(6'—B)t0

p*we-)‘x 1-e
0 : , ’
§'-B

waarin B = An is gesteld.



Sommeren over alle perioden leidt tot

-(6‘—B)t0

& - T
¥ ~Ax 1l-e 6 t0 28 t0
r = p we . (1+e +e + oeel) =
§'-8
(6=
¥ ax I—e( Pt 1
(7.31) pywe . — % -
= . o
6'-8 I-e
N -Ax+§8t0
powe
= . C
61
met
-(5'-~
_&Bto e ( B)to 5
(7.32) c = e it
§'-8 e 0
De optimale waarde van X vinden wij nu door
dk _ d(r+i)
(7.33) ix - ax
gelijk aan nul te stellen. Het resultaat is
* A
p.W
w =1 o _,1 1
(7.34) x_xlogé,,1 +2 qc§+)‘ logc ,
1
. 1 . . . .
hetgeen, wegens het feit dat ¥ log c klein en negatief is, bij
benadering vervangen kan worden door
*
p WA
o 1 0 1
. = = t = .
(7.35) x = 3 log 51, 2 at

Vergelijken wij deze formule met (7.22) , dan zien wij dat 6 vervangen
is door 6' en dat tengevolge van het rekening houden met de bodem-

daling een term :—Lnt i s toegevoegd. Ook de grootheden i, r en k zijn

2
weer te berekenen.

0



Past men fornule(7.35) toe omde optinal e hoogte van de dij ken
| angs de Rotterdanse Waterweg te bepal en en gaat nmen uit van de vol -
gende gegevens *): A = 2,97; pO = p(3,85) = 0,0045; w= 24,2 mljard

gulden; i, = 40 nljoen gulden; §' = 1,5% per jaar, dan vindt nen

1
voor de eerste termruim2 neter, zodat de opti nal e hoogt e ongeveer

1 .
6 neter zou bedragen. De termE nto i s wegens de zeer sl echte bekend-
heid van n noeilijk te bepal en, doch kan verwaarl| oosd worden, wanneer

men besluit de dijken periodiek te regenereren en t_ klein te ki ezen,

@)
bijv. 20 jaar.

Een aant al opner ki ngen

1) Hoewel het bovengebrui kt e nodel reeds aanzienlijk beter bij de
wer kel i j khei d aansl uit dan het eerder toegepaste eenvoudi ge nodel ,
bevat het nog tal van onderstellingen, die niet steeds vervuld be-
hoeven te zijn. De onderstellingen omirent de lineariteit van

Il og p(h) en i bleken voor de Rotterdanse Wat erweg aanvaar dbaar,
doch kunnen voor andere geval |l en zonder noeite door gew jzi gde on-

derstel | i ngen wor den ver vangen.

2 De brui kbaar hei d van de aangegeven met hode hangt onder neer af van
de nauwkeuri ghei d waar nee de verei ste const ant en geschat kunnen wor den.
Ut formule(7.35) volgt, dat de invl oed van onnauwkeuri gheden i n A het
grootst is, aangezi en all e andere constanten sl echts onder de | ogaritne
voor konen. el ukkig is echter juist A, sanen et Pg rel ati ef goed be-
kend; een absolute fout in A van8) =+ 0,5 is reeds zeer onwaarschijn-
lijk en leidt slechts tot een afwijking van hooguit 20% i n de uitkonst.
De kost en van dij kbouw kunnen nauwkeuri g geschat worden, terwijl
de invlioed vann gering i s wanneer nen de peri ode tO kl ei n ki est. Res-
ten nog de twee econom sche constanten6' en W Hervanis §' een zg.

"econonm sche invariant", waarvan de vari ati enogel i j kheden ni et exces-

*) De hi er gegeven getal | en noet en hoof dzakel i j k al s rekenvoor beel d
worden gezien. Nettemn zijn ze zo realistisch nogelijk gekozen.
Een uitvoerige argunentati e van de gekozen waarden en een di scus-
si e van hun onnauwkeuri ghei d wordt gegeven in paragraaf 7 van de
op blz. 82 aangehaal de B jdrage 11.2 van het Rapport Deltacommis-
sie.



sief zijn; een verschil van een factor 2 i s reeds uitgesloten te
achten en heeft, aangezien deze achter de logaritme zou plaatsvinden,
nog slechts een invlioed van ongeveer 0,25 meter.

De grootheid die het moeilijkst te bepalen is, is de te bescher-
men waarde w. Het ligt voor de hand uit te gaan van de in het betref-
fende gebied aanwezige kapitaalgoederenvoorraad, vermeerderd met de
aanwezige duurzame consumptiegoederen. Daarnaast moet rekening worden
gehouden met de kosten van dijkherstel, bemaling, de verliezen die
ontstaan door produktiederving in het betreffende gebied en elders,
en moeilijk te waarderen factoren, zoals de waarden van mensenlevens,
culturele goederen, e.d. Het in rekening brengen van een bepaald be-
drag voor de bescherming van de aanwezige mensen is niet erg zinvol;
zelfs het waarderen van een mensenleven op een vrijwel nooit toegepast
hoog bedrag van bijv. f.100.000, - leidt tot verhogingen van slechts
enkele centimeters. Beter is het derhalve alleen te werken met zuiver
economische factoren en de aldus verkregen verhogingen te beschouwen

al s ondergrenzen.

3) Gezien de onnauwkeurigheden die in de gevonden waarde van & nog

aanwezig zijn, kan het resultaat van de berekening niet als het defi-

nitieve antwoord gezien worden, doch alleen als richtlijn dienen. Dit

neemt niet weg dat het onderzoek ruimschoots resultaten opleverde

doordat men

a) een systemische methode van aanpak verkreeg, waarmee voor alle ge-
bieden de verschillende factoren steeds op dezelfde wijze worden
af gewogen ;

b) inzicht verkreeg welke factoren veel invioed hebben en welke niet;

c) inzicht verkreeg welke relevante factoren relatief het slechtst
bekend zijn;

d) inzicht verkreeg in methoden waarop niet zuiver economische facto-

ren in rekening gebracht kunnen worden.
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Figuur 7.5. Het gem ddel d aantal overschrijdingen per jaar van het peil h, afkonstig van de hoogste
hoogwat er st anden der naar banen gesel ect eerde depressies, uit de maanden januari, novenber en
decenber der winters 1888/'89 tot en net 1938/'39 en 1945/'46 tot en net 1956/'57, net een
daar aan aangepaste rechte
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Figuur 7.6. De verdeling van de jaarmaxi ma der hoogwaterstanden uit de jaren 1888 tot en met 1956 en een
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